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Predgovor
Predmet istrazˇivanja ove doktorske disertacije je konstrukcija samodualnih kodova iz
odredenih kombinatoricˇkih dizajna, te pronalazˇenje PD-skupova za kodove povezane s
nekim flag-tranzitivnim kombinatoricˇkim dizajnima.
Teorija dizajna dio je diskretne matematike koji se bavi proucˇavanjem konacˇnih inci-
dencijskih struktura kao sˇto su blokovni dizajni, Hadamardove matrice, latinski kvadrati,
diferencijski skupovi i druge strukture. S razvojem racˇunala naglo se razvila i teorija di-
zajna. Ona nalazi svoje primjene u raznim podrucˇjima, na primjer u rasporedima turnira,
lutriji, matematicˇkoj biologiji, dizajniranju algoritama, tehnologiji umrezˇavanja, kripto-
grafiji, te u raznim granama matematike [48]. Kombinatoricˇki dizajni koji se koriste u
konstrukcijama u ovom radu su blokovni dizajni te (grupovno) djeljivi dizajni.
Teorija kodiranja je grana matematike koja proucˇava prijenos kodiranih informacija
od posˇiljatelja do primatelja kroz komunikacijski kanal sa smetnjama, te nacˇine njihovog
dekodiranja. Bavi se dizajniranjem kodova s ispravljanjem pogresˇaka koji omoguc´uju
pouzdan prijenos podataka kroz bucˇni kanal, a narocˇito linearnim kodovima, koji zbog
svojih svojstava dopusˇtaju efikasne algoritme kodiranja i dekodiranja [39]. Vazˇna klasa
linearnih kodova, koja je bila predmet jako puno istrazˇivanja, su samodualni kodovi. Veliki
dio ove disertacije bit c´e posvec´en upravo konstrukciji samodualnih kodova.
Ova je disertacija tematski podijeljena u cˇetiri poglavlja. Prvo, uvodno poglavlje,
donosi nam osnovne pojmove iz teorije grupa, teorije kodiranja, teorije grafova i teorije
dizajna, koji su nam potrebni za razumijevanje cijeloga rada. Zatim su drugo i trec´e
poglavlje posvec´eni konstrukciji samodualnih kodova iz nekih kombinatoricˇkih dizajna,
tocˇnije iz simetricˇnih (grupovno) djeljivih dizajna, te simetricˇnih i nesimetricˇnih blokovnih
dizajna. Cˇetvrto se poglavlje bavi pronalazˇenjem PD-skupova za kodove povezane s flag-
tranzitivnim simetricˇnim dizajnima.
Incidencijska struktura s v tocˇaka, b blokova i konstantnom velicˇinom blokova k u
kojoj je svaka tocˇka incidentna s tocˇno r blokova je (grupovno) djeljivi dizajn (GDD)
s parametrima (v, b, r, k, λ1, λ2,m, n) ako se skup tocˇaka mozˇe particionirati u m klasa
velicˇine n, tako da su dvije tocˇke iz iste klase sadrzˇane zajedno u tocˇno λ1 blokova, a dvije
tocˇke iz razlicˇitih klasa sadrzˇane su zajedno u tocˇno λ2 blokova. Neka svojstva grupovno
djeljivih dizajna dana su u [7], [8] i [45].
O blokovnim dizajnima viˇse se mozˇe procˇitati u [5]. Iz definicije slijedi da je djeljivi
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dizajn ujedno i blokovni dizajn ako i samo ako je ili n = 1 ili λ1 = λ2. Buduc´i da se
mogu promatrati kao poopc´enje blokovnih dizajna, za djeljive se dizajne mogu pokusˇati
generalizirati neke konstrukcije vezane uz blokovne dizajne. D. Crnkovic´ i S. Rukavina
su u [17] dali konstrukciju samodualnih kodova iz prosˇirenih orbitnih matrica simetricˇnih
dizajna. Razvijanjem ideja koje su prezentirali Lander [35] i Wilson [52], te posebno onih
u [17], dobiveni su rezultati o samodualnim kodovima iz djeljivih dizajna. Ti su rezultati
opisani u drugom poglavlju ovog rada, te su objavljeni u [15]. Tamo su konstruirani sa-
modualni kodovi razapeti retcima prosˇirenih kvocijentnih matrica simetricˇnih (grupovno)
djeljivih dizajna (SGDD) s dualnim svojstvom. Koristi se i lanac kodova da se kvocijent-
noj matrici SGDD-a s dualnim svojstvom pridruzˇi samodualan kod. U disertaciji su zatim
pronadeni i primjeri samodualnih kodova u odnosu na odredeni skalarni produkt, dobi-
veni iz SGDD-a s dualnim svojstvom povezanih s DDG-ovima i DDD-ovima (grafovima i
digrafovima-djeljivim dizajnima). Ovi primjeri nisu objavljeni u spomenutom radu [15].
U trec´em je poglavlju dano nekoliko konstrukcija samoortogonalnih i samodualnih ko-
dova iz orbitnih matrica pridruzˇenih blokovnim dizajnima, induciranih djelovanjem grupe
automorfizama dizajna. Prvo su opisane konstrukcije samoortogonalnih i samodualnih
kodova iz ne nuzˇno simetricˇnih blokovnih dizajna, koje se provode uz pomoc´ njihovih
prosˇirenih orbitnih matrica. Dani su i konkretni primjeri tako dobivenih kodova. Ideje za
ove konstrukcije proizasˇle su iz Wilsonovog rada [52] u kojemu se opisuje kako koriˇstenjem
matrica incidencije blokovnih dizajna mozˇemo dobiti samodualne kodove.
Zatim su u nastavku trec´eg poglavlja opisane josˇ neke konstrukcije samodualnih ko-
dova, posebno za simetricˇne blokovne dizajne i njihove orbitne matrice. Takoder, na slicˇan
nacˇin kao za simetricˇne dizajne, tu su konstruirani i josˇ neki samodualni kodovi pomoc´u
kvocijentnih matrica SGDD-a s dualnim svojstvom. Ove su konstrukcije inspirirane te-
oremom Assmusa, Mezzarobe i Salwacha iz [2].
Posljednji dio rada govori o PD-skupovima. Razvoj tehnologije stvorio je potrebu
za dobrim kodovima za ispravljanje pogresˇaka te ucˇinkovitim metodama kodiranja i de-
kodiranja. Permutacijsko dekodiranje uvela je 1964. Jessie MacWilliams u [38]. Algo-
ritam permutacijskog dekodiranja koristi skupove automorfizama koda koji se nazivaju
PD-skupovi. Ova se metoda mozˇe koristiti kada kod ima dovoljno veliku grupu auto-
morfizama koja osigurava postojanje PD-skupa. Tehnika je opisana u MacWilliams, Slo-
ane ([39, Chapter 16]) i Huffman ([30, Chapter 8]). Pregled permutacijskog dekodiranja
koriˇstenjem kodova dobivenih iz kombinatoricˇkih struktura dan je u [34]. Algoritam je
to ucˇinkovitiji sˇto je manja velicˇina PD-skupa. Donju granicu za velicˇinu PD-skupa dao
je Gordon [25]. Pitanje je postoje li uopc´e PD-skupovi za odredeni kod, jer se ne mora
nuzˇno svaki kod moc´i permutacijski dekodirati.
Zadnje, cˇetvrto poglavlje, bavi se pronalazˇenjem PD-skupova za odredene kodove
povezane s flag-tranzitivnim simetricˇnim dizajnima. U njemu se dokazuje postojanje
PD-skupova za sve kodove generirane matricom incidencije incidencijskog grafa flag-
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tranzitivnog simetricˇnog dizajna. Pri tome se koriste rezultati o kodovima iz matrica
incidencije grafova iz rada Dankelmann, Key, Rodrigues [19]. Zatim su konstruirani kon-
kretni primjeri takvih PD-skupova za kodove povezane s flag-tranzitivnim simetricˇnim
dizajnima. Flag-tranzitivne projektivne ravnine i dvoravnine proucˇavali su W. Kantor
[33] i E. O’Reilly-Regueiro [42]. U ovom radu se proucˇavaju neki primjeri kodova pro-
izasˇlih iz tih flag-tranzitivnih simetricˇnih dizajna te se za njih nalaze i manji PD-skupovi
za specificˇne informacijske skupove. Na kraju se rezultat o PD-skupovima poopc´uje i za
flag-tranzitivne simetricˇne (grupovno) djeljive dizajne s dualnim svojstvom. Svi rezultati
prikazani u posljednjem poglavlju, osim teorema 4.9, dani su u [14].
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Poglavlje 1
Osnovni pojmovi
Za razumijevanje rada pretpostavlja se da je cˇitatelj upoznat s osnovnim pojmovima iz
linearne algebre. Ovaj odjeljak zapocˇinjemo iznosˇenjem nekih definicija iz teorije grupa
koje c´e nam trebati u nastavku. Tocˇnije, opisujemo pojmove permutacijske grupe, te
djelovanja grupe na skup. Takoder prikazujemo osnove teorije kodiranja, teorije grafova
i teorije dizajna potrebne za razumijevanje preostalih poglavlja. Za detaljnije cˇitanje o
navedenim temama upuc´ujemo cˇitatelja na [5], [11], [30] i [35]. Teorije kodiranja, grafova,
te dizajna tri su vazˇna podrucˇja diskretne matematike. Medusobno su cˇvrsto isprepletena
i povezana, te svako od njih mozˇe imati koristi od preostalih (vidi npr. [11]).
1.1 Grupe
Pretpostavlja se poznavanje temeljnih pojmova teorije grupa koji se mogu nac´i na primjer
u [46].
1.1.1 Permutacijske grupe
Permutacijske grupe su nam vazˇne, buduc´i da su grupe automorfizama proizvoljnih inci-
dencijskih struktura (na primjer blokovnih i djeljivih dizajna, koje c´emo definirati kasnije),
takoder permutacijske grupe.
Definicija 1.1. Permutacija nepraznog skupa Ω je svaka bijekcija σ : Ω→ Ω.
Skup svih permutacija skupa Ω je grupa s obzirom na kompoziciju funkcija koja se naziva
simetricˇna grupa skupa Ω i oznacˇava se sa S(Ω).
Svaka podgrupa simetricˇne grupe S(Ω) naziva se permutacijska grupa na Ω.
Napomena 1.1. Za |Ω| = n (n ∈ N) kazˇemo da je S(Ω) simetricˇna grupa stupnja n i
oznacˇavamo je sa Sn. Vrijedi da je |Sn| = n!.
Definicija 1.2. Neka je G ≤ S(Ω). Kazˇemo da je tocˇka x ∈ Ω fiksna tocˇka permutacije
g ∈ G ako vrijedi: g(x) = x.
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1.1.2 Djelovanje grupe na skup
Definicija 1.3. Djelovanje grupe G na skup Ω je funkcija G × Ω → Ω (u notaciji
(g, x) 7→ gx) takva da za svaki x ∈ Ω i g1, g2 ∈ G vrijedi:
1. 1x = x,
2. (g1g2)x = g1(g2x).
Primjer 1.1. Simetricˇna grupa Sn djeluje na skup {1, 2, ..., n} sa (g, x) 7→ g(x).
Napomena 1.2. Neka grupa G djeluje na neprazan skup Ω. Na Ω je dana binarna
relacija ∼ sa:
x ∼ y ⇔ (∃g ∈ G) gx = y.
Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu Ω (za dokaz vidi npr. [31]).
Definicija 1.4. Neka grupa G djeluje na neprazan skup Ω. G-orbita elementa x ∈
Ω je klasa ekvivalencije od x s obzirom na relaciju ekvivalencije ∼ definiranu ranije.
Oznacˇavamo je sa Gx, odnosno:
Gx = {gx | g ∈ G}.
Element x se naziva predstavnik orbite Gx, a broj elemenata G-orbite naziva se duljina
te orbite.
Napomena 1.3. Duljina orbite dijeli red grupe (vidi npr. [21]).
Definicija 1.5. Kazˇemo da je djelovanje grupe G na neprazan skup Ω tranzitivno ako
postoji element x ∈ Ω takav da je Gx = Ω, odnosno ako je cijeli skup Ω jedna orbita.
Napomena 1.4. Permutacijska grupa G na skupu Ω djeluje tranzitivno na skup Ω ako
i samo ako
(∀α, β ∈ Ω) (∃ g ∈ G) g(α) = β.
1.2 Kodovi
Teorija kodiranja ima svoj izvor u teoriji informacija, a zacˇetnik joj je Claude E. Shannon.
Najraniji radovi iz teorije kodiranja bili su Shannonov rad ([47]) iz 1948., te radovi Go-
laya ([24]) iz 1949. i Hamminga ([28]) iz 1950. Nastala je zbog potrebe za ucˇinkovitom i
pouzdanom komunikacijom, tj. prijenosom informacija, u okruzˇenju koje je cˇesto neprija-
teljsko. Teorija kodiranja bavi se prijenosom kodiranih informacija od posˇiljatelja do pri-
matelja kroz komunikacijski kanal sa smetnjama, te dekodiranjem, odnosno odredivanjem
originalne iz primljene poruke. Pri dekodiranju je potrebno ispraviti pogresˇke nastale
zbog smetnji.
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Usporedno sa sve jacˇim razvojem racˇunalne tehnologije nastala je i potreba za razvo-
jem teorije kodiranja, sˇto je dovelo do konstrukcije novih, boljih kodova primjenjivih u
praksi. Kod konstrukcija kodova tezˇi se dobiti kodove s malom duljinom, velikom dimen-
zijom i velikom minimalnom udaljenosti, kako bi prijenos podataka bio brz, broj moguc´ih
poruka velik, te kapacitet za ispravljanje pogresˇaka sˇto vec´i.
U ovom c´emo se radu baviti linearnim kodovima, a osobito c´e nam biti vazˇni samoor-
togonalni i samodualni kodovi. Najvec´i dio rada posvec´en je upravo konstrukciji samodu-
alnih kodova uz pomoc´ kombinatoricˇkih dizajna (djeljivih dizajna i blokovnih dizajna).
Neki od najboljih poznatih kodova su samodualni, kao na primjer prosˇireni Hammingov
kod i prosˇireni Golayev kod.
Definicija 1.6. Kod C duljine n nad alfabetom Q je podskup C ⊆ Qn.
Elementi koda nazivaju se rijecˇi koda.
Definicija 1.7. Neka je p potencija prostog broja. Kod C naziva se p-naran linearni kod
dimenzije m ako je Q = Fp i ako je C m-dimenzionalan potprostor vektorskog prostora
Fnp .
Posebno, za Q = F2 kod se naziva binaran.
Definicija 1.8. Neka su x = (x1, ..., xn) i y = (y1, ..., yn) ∈ Fnp . Hammingova udalje-
nost izmedu rijecˇi x i y je broj:
d(x, y) = |{i : xi 6= yi}| .
Definicija 1.9. Minimalna udaljenost koda C je:
d = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x 6= y}.
Svake dvije rijecˇi koda razlikuju se u barem d koordinatnih pozicija. Znacˇi da je
minimalna udaljenost d jednaka najmanjem broju pogresˇaka potrebnom da bi se jedna
kodna rijecˇ promijenila u drugu rijecˇ koda.
Definicija 1.10. Tezˇina rijecˇi koda x je w(x) = d(x, 0) = |{i : xi 6= 0}|.
Za linearan kod minimalna udaljenost mozˇe se jednostavnije izracˇunati pomoc´u sljedec´e
propozicije koja se mozˇe nac´i u [39].
Propozicija 1.1. Minimalna udaljenost linearnog koda jednaka je minimalnoj tezˇini nje-
govih nenul rijecˇi, odnosno:
d = min{w(x) : x ∈ C, x 6= 0}.
Napomena 1.5. Kod koji je p-naran linearan kod duljine n, dimenzije k i minimalne
udaljenosti d naziva se [n, k, d]p kod ili samo [n, k, d] kod kad je jasno o kojem se alfabetu
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radi. Ako su poznate duljina n, te dimenzija k linearnog koda, mozˇemo takoder rec´i da
je to linearan [n, k] kod.
Kazˇemo da kod C mozˇe detektirati najviˇse s pogresˇaka ako promjenom jedne kodne
rijecˇi iz koda u najviˇse s koordinatnih pozicija ne mozˇemo dobiti drugu rijecˇ iz koda C.
Propozicija 1.2. Linearan [n, k, d] kod C mozˇe detektirati najviˇse d−1 pogresˇaka u jednoj
rijecˇi koda.
Dokaz. Ukoliko se pri prijenosu jedne rijecˇi koda dogodi d− 1 ili manje pogresˇaka, znacˇi
da se primljena rijecˇ razlikuje od poslane u manje od d koordinatnih pozicija. Odnosno,
dobivena rijecˇ sigurno nije iz koda C (jer on ima minimalnu udaljenost d), pa znamo da
je dosˇlo do pogresˇke.
Kazˇemo da kod C mozˇe ispraviti najviˇse t pogresˇaka ako promjenom t ili manje
koordinatnih pozicija u kodnoj rijecˇi x, kodna rijecˇ koja ima najmanju udaljenost od
dobivene rijecˇi i dalje ostaje x.
Sljedec´i je teorem dokazan u [39].
Teorem 1.1. Linearan [n, k, d] kod mozˇe ispraviti najviˇse
t =
⌊
d− 1
2
⌋
pogresˇaka.
Definicija 1.11. Parametar t iz prethodnog teorema naziva se kapacitet za ispravlja-
nje pogresˇaka danoga linearnog [n, k, d] koda.
Definicija 1.12. Dva su linearna koda ekvivalentna ako se jedan mozˇe dobiti iz drugoga
permutacijom koordinata u svim rijecˇima koda i mnozˇenjem pojedine koordinate s nekim
nenul elementom polja.
Definicija 1.13. Dva su linearna koda izomorfna ako se jedan mozˇe dobiti iz drugoga
permutacijom koordinatnih pozicija.
Automorfizam koda C je izomorfizam sa C u C, tj. permutacija koordinatnih pozicija
koja preslikava rijecˇi koda u rijecˇi koda.
Skup svih automorfizama linearnog koda C cˇini grupu koju nazivamo puna grupa auto-
morfizama koda i oznacˇavamo s Aut(C).
Definicija 1.14. Generirajuc´a matrica linearnog [n, k] koda je k × n matrica cˇiji su
retci vektori baze koda.
Kazˇemo da je generirajuc´a matrica linearnog [n, k] koda u standardnom obliku ako je
oblika [Ik, A], gdje je Ik jedinicˇna matrica reda k i A neka k × (n− k) matrica.
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Napomena 1.6. Svaki je linearan kod ekvivalentan linearnom kodu zadanom generi-
rajuc´om matricom u standardnom obliku.
Napomena 1.7. Neka je p prost broj, te A cjelobrojna matrica. Pomoc´u matrice A
mozˇemo dobiti p-naran kod tako da uzmemo prostor razapet retcima od A ili pak stupcima
od A modulo p. Dimenzija tako dobivenog koda jednaka je p-rangu od A. Uvodimo
sljedec´e oznake:
1. rowp(A) - p-naran linearan kod razapet retcima od A,
2. colp(A) - p-naran linearan kod razapet stupcima od A.
Definicija 1.15. Kazˇemo da je linearan kod dvostruko paran ako mu je tezˇina svake
rijecˇi djeljiva sa 4.
U nastavku c´emo definirati samoortogonalne i samodualne kodove. U tu svrhu pod-
sjetit c´emo se definicije skalarnog produkta, koji se u slucˇaju vektorskih prostora nad
konacˇnim poljima definira kao simetricˇna bilinearna forma.
Definicija 1.16. Neka je V vektorski prostor nad konacˇnim poljem F. Skalarni produkt
(ili unutarnji produkt) na V je preslikavanje 〈·, ·〉 : V ×V → F sa sljedec´im svojstvima:
1. 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉, ∀x1, x2, y ∈ V ,
2. 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉, ∀α ∈ F, ∀x, y ∈ V ,
3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ V .
Napomena 1.8. Standardni (euklidski) skalarni produkt vektora x = (x1, ..., xn) i y =
(y1, ..., yn), za x, y ∈ Fnp , je skalar:
〈x, y〉 =
n∑
i=1
xiyi.
Definicija 1.17. Neka je C ⊆ Fnp linearan kod. Njegov dualan kod je kod:
C⊥ = {x ∈ Fnp | 〈x, c〉 = 0, ∀c ∈ C},
gdje je 〈·, ·〉 standardni unutarnji produkt. Kod C naziva se:
a) samoortogonalan ako je C ⊆ C⊥,
b) samodualan ako je C = C⊥.
Napomena 1.9. Vrijede sljedec´e cˇinjenice o dimenzijama samodualnih i samoortogonal-
nih kodova.
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a) Ako je C samodualan kod duljine n nad Fp, tada je n paran i vrijedi:
dim(C) =
n
2
.
To slijedi iz cˇinjenice da je dim(C) + dim(C⊥) = n.
b) Za samoortogonalan kod vrijedi dim(C) ≤ n
2
.
Iz navedenih cˇinjenica lako se dokazuju i sljedec´e dvije tvrdnje propozicije.
Propozicija 1.3. Neka je C linearan [n, k, d] kod s generirajuc´om matricom G.
1. C je samoortogonalan ako i samo ako je GGT = 0.
2. C je samodualan ako i samo ako je samoortogonalan i k =
n
2
.
Primjer 1.2. Neka je C binaran (8, 4, 4)-kod s generirajuc´om matricom:
G =

1 0 0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0

(C se naziva prosˇireni Hammingov kod reda 3). Kod C je samodualan, buduc´i da je
GGT = 0.
Analogno kao za samodualan kod u odnosu na uobicˇajeni skalarni produkt, mozˇemo
definirati i kod koji je samodualan u odnosu na proizvoljan skalarni produkt.
Definicija 1.18. Neka je U simetricˇna nesingularna matrica nad poljem Fp. Skalarni
produkt 〈·, ·〉U za retcˇane vektore u Fnp dan je kao:
〈a, c〉U = aUcT .
U-dualan kod linearnog koda C je kod
CU = {a ∈ Fnp | 〈a, c〉U = 0, ∀c ∈ C}.
Kod C naziva se:
a) U-samoortogonalan, ili samoortogonalan u odnosu na U , ako je C ⊆ CU ,
b) U-samodualan, ili samodualan u odnosu na U , ako je C = CU .
Napomena 1.10. Za U = I skalarni produkt u odnosu na U jednak je standardnom
skalarnom produktu za vektore iz Fnp .
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1.3 Grafovi
Teorija grafova ima svoje zacˇetke u modeliranju mrezˇa. Sam pocˇetak njenog razvoja
povezuje se s Eulerovim rjesˇavanjem problema Ko¨nigsbergsˇkih mostova iz 1736. godine,
objavljenom 1741. u radu [22].
U drugom c´emo poglavlju ovoga rada koristiti primjere grafova-djeljivih dizajna (DDG-
ova) i digrafova-djeljivih dizajna (DDD-ova) za konstrukciju samodualnih kodova u od-
nosu na odredeni skalarni produkt. U cˇetvrtom poglavlju bavit c´emo se pronalazˇenjem
PD-skupova za kodove razapete retcima matrica incidencije odredenih grafova poveza-
nih s dizajnima. Tocˇnije bit c´e nam zanimljivi incidencijski grafovi simetricˇnih dizajna i
simetricˇnih grupovno djeljivih dizajna.
U nastavku uvodimo osnove teorije grafova koje su nam potrebne.
Definicija 1.19. Graf Γ je uredena trojka (V,E, ψ), gdje je V neprazan skup vrhova,
E skup bridova disjunktan s V i ψ funkcija incidencije koja svakom bridu pridruzˇuje par
(ne nuzˇno razlicˇitih) vrhova.
Definicija 1.20. Ako su nekom bridu e ∈ E grafa Γ = (V,E, ψ) pridruzˇeni vrhovi
u, v ∈ V , kazˇemo da su u i v krajevi brida e. Takoder kazˇemo da su vrhovi u i v susjedni
ukoliko su incidentni s istim bridom e. Analogno, dva su brida u grafu susjedna ako su
incidentna s istim vrhom.
Definicija 1.21. Susjedstvo vrha v grafa Γ je skup svih vrhova grafa koji su susjedni s
vrhom v.
Definicija 1.22. Brid u grafu koji je incidentan samo s jednim vrhom zove se petlja.
Definicija 1.23. Kazˇemo da je graf jednostavan ako ne sadrzˇi petlje ni viˇsestruke
bridove.
Mi c´emo govoriti o grafovima koji su jednostavni, odnosno bez petlji (bridu se pri-
druzˇuju dva razlicˇita vrha) i bez viˇsestrukih bridova.
Definicija 1.24. Potpuni graf je jednostavan graf u kojem su svaka dva vrha susjedna.
Potpuni graf s n vrhova oznacˇavat c´emo s Kn.
Definicija 1.25. Sˇetnja u grafu Γ = (V,E, ψ) je netrivijalan konacˇan niz
W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk,
za v0, . . . vk ∈ V i e1, . . . ek ∈ E, pri cˇemu su vrhovi vi−1 i vi incidentni s bridom ei,
i ∈ {1, . . . , k}. Kazˇe se da je W sˇetnja od v0 do vk ili (v0, vk)−sˇetnja. Broj k se naziva
duljina sˇetnje W .
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Definicija 1.26. Sˇetnja W = v0e1v1e2v2 . . . ekvk je zatvorena ako ima pozitivnu duljinu
i ako je v0 = vk.
Definicija 1.27. Ako su svi vrhovi v0, . . . vk u sˇetnji W medusobno razlicˇiti onda kazˇemo
da je W put.
Definicija 1.28. Ako u grafu Γ postoji put izmedu vrhova u i v, tada kazˇemo da su u i
v povezani. Za graf Γ kazˇemo da je povezan ako izmedu svaka dva vrha u grafu postoji
put.
Definicija 1.29. Udaljenost izmedu vrhova u i v grafa Γ je duljina najkrac´eg puta
izmedu u i v ako su oni povezani, a ako ne postoji put izmedu njih tada stavljamo da je
udaljenost izmedu njih jednaka ∞.
Definicija 1.30. Dijametar, diam(Γ), grafa Γ je maksimalna udaljenost izmedu dva
vrha od Γ.
Definicija 1.31. Zatvorena sˇetnja kod koje su svi vrhovi osim pocˇetnog i krajnjeg vrha
medusobno razlicˇiti zove se ciklus.
Definicija 1.32. Struk grafa Γ je duljina najkrac´eg ciklusa u Γ, a ako Γ nema ciklusa
tada stavljamo da je struk jednak ∞.
Definicija 1.33. Ciklicˇki graf Cn je graf sa n vrhova v0, ..., vn−1 i n bridova takav da
je vrh vi povezan sa dva susjedna vrha vi−1 i vi+1 (mod n).
Slika 1.1: Ciklicˇki grafovi
Definicija 1.34. Stupanj vrha u ∈ V je broj vrhova susjednih sa u.
Napomena 1.11. Minimalni stupanj vrha u grafu Γ oznacˇit c´emo sa δ(Γ).
Definicija 1.35. Graf je k-regularan (k ∈ N0) ako su mu svi vrhovi stupnja k.
Bose je 1963. godine uveo vazˇnu klasu grafova pod nazivom jako regularni grafovi.
Definicija 1.36. Za graf Γ s v vrhova kazˇemo da je jako regularan graf s parametrima
(v, k, λ, µ) ako je jednostavan, k-regularan i ako:
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a) svaka dva susjedna vrha imaju tocˇno λ zajednicˇkih susjednih vrhova,
b) svaka dva nesusjedna vrha imaju tocˇno µ zajednicˇkih susjednih vrhova.
Napomena 1.12. Jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ) oznacˇavat c´emo sa
SRG(v, k, λ, µ).
Kratica SRG dolazi iz engleskog naziva strongly regular graph.
Nuzˇan uvjet za egzistenciju SRG(v, k, λ, µ) dan je u sljedec´em teoremu, cˇiji se dokaz
mozˇe nac´i u [3].
Teorem 1.2. Neka je Γ jako regularan graf SRG(v, k, λ, µ). Tada vrijedi:
k(k − λ− 1) = (v − k − 1)µ.
Definicija 1.37. Neka je q potencija prostog broja takva da je q ≡ 1(mod 4). Paleyev
graf reda q, u oznaci P (q) 1, je graf cˇiji je skup vrhova V = Fq, pri cˇemu su dva vrha u i
v susjedna ako je u− v ∈ (F×q )2, odnosno ako im je razlika kvadrat u Fq razlicˇit od nule.
Primjer 1.3. Paleyev graf reda 13, P (13), dan je na slici 1.2. Skup vrhova mu je:
V = {0, 1, ..., 12}.
Svaki vrh v povezan je sa sˇest susjednih vrhova:
v ± 1(mod 13), v ± 3(mod 13), v ± 4(mod 13).
Slika 1.2: Paleyev graf P (13)
1Paleyevi grafovi obicˇno se oznacˇavaju s P (q) ili QR(q), gdje QR oznacˇava kvadratni ostatak, tj.
engleski quadratic residue (vidi npr. [10]).
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Napomena 1.13. Paleyev graf P (q) je jako regularan graf s parametrima:
SRG
(
q,
1
2
(q − 1), 1
4
(q − 5), 1
4
(q − 1)
)
.
Definicija 1.38. Neka je Γ = (V,E, ψ) graf sa skupom vrhova V = {v1, ..., vν} i skupom
bridova E = {e1, ..., eε}.
a) Matrica susjedstva grafa Γ je |V | × |V | matrica A = [aij], gdje je:
aij =
{
1 ako su vrhovi vi i vj susjedni,
0 inacˇe.
b) Matrica incidencije grafa Γ je |V | × |E| matrica G = [gij], gdje je:
gij =
{
1 ako je vrh vi incidentan s bridom ej,
0 inacˇe.
Primjer 1.4. Pentagon C5 = P (5) je SRG(5, 2, 0, 1) prikazan na slici 1.1, a njegova
matrica susjedstva dana je sa:
A =

0 1 0 0 1
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0
 .
Definicija 1.39. Dva su grafa Γ1 = (V1, E1, ψ1) i Γ2 = (V2, E2, ψ2) izomorfna ako
postoje bijekcije θ : V1 → V2 i φ : E1 → E2 takve da:
ψ1(e) = uv ako i samo ako ψ2(φ(e)) = θ(u)θ(v).
Takav par preslikavanja (θ, φ) naziva se izomorfizam grafova Γ1 i Γ2.
Automorfizam grafa Γ je izomorfizam sa Γ u Γ.
Definicija 1.40. Graf Γ = (V,E, ψ) je bipartitan ako se V mozˇe particionirati u dvije
klase takve da svaki brid ima krajeve u razlicˇitim klasama.
Potpun bipartitan graf je bipartitan graf u kojem su svaka dva vrha iz razlicˇitih klasa
povezana bridom.
U posljednjem poglavlju koristit c´emo i sljedec´ih nekoliko pojmova.
Definicija 1.41. Povezanost bridovima λ(Γ) povezanog grafa Γ je minimalan broj
bridova cˇijim uklanjanjem graf postaje nepovezan.
Most povezanog grafa je brid cˇijim uklanjanjem dobijemo nepovezan graf.
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Napomena 1.14. Vrijede sljedec´e tvrdnje:
a) Graf Γ ima most ako i samo ako je λ(Γ) = 1.
b) Za svaki graf Γ je λ(Γ) ≤ δ(Γ). Ovo slijedi direktno iz cˇinjenice da uklanjanje
bridova incidentnih s vrhom stupnja δ(Γ) ostavlja graf koji je nepovezan.
Definicija 1.42. Graf Γ je super-λ ako λ(Γ) = δ(Γ) i jedini skupovi bridova kardinalnosti
λ(Γ) cˇije uklanjanje daje nepovezan graf su skupovi bridova incidentnih s vrhom stupnja
δ(Γ).
Definicija 1.43. Kazˇemo da je graf Γ tranzitivan na vrhovima (odnosno brido-
vima) ako njegova puna grupa automorfizama Aut(G) djeluje tranzitivno na skup vrhova
grafa (odnosno skup bridova).
1.4 Dizajni
Osnove teorije dizajna imaju svoje izvore u statistici, gdje su se pocˇele koristiti u dizajnu
biolosˇkih eksperimenata u radu Ronalda Fishera u 1920-ima.
Teorija dizajna bavi se pitanjima o moguc´nosti rasporedivanja elemenata konacˇnog
skupa u podskupove na nacˇin da odredena svojstva ”ravnotezˇe” budu zadovoljena [48].
Izmedu ostaloga bavi se blokovnim dizajnima, Hadamardovim matricama, latinskim kva-
dratima, diferencijskim skupovima i drugim strukturama. Nama c´e u nastavku rada od
posebne vazˇnosti biti upravo blokovni dizajni, te (grupovno) djeljivi dizajni. U poglav-
ljima koja slijede nakon uvodnog dijela, te c´e nam dvije vrste kombinatoricˇkih dizajna
posluzˇiti za konstrukciju samodualnih kodova, te za pronalazˇenje odredenih PD-skupova.
Blokovne i djeljive dizajne definirat c´emo uz pomoc´ pojma incidencijske strukture.
Definicija 1.44. Incidencijska struktura D je uredena trojka (P ,B, I), gdje su P i B
neprazni disjunktni skupovi, dok je I ⊆ P × B.
Elemente skupa P nazivamo tocˇkama, elemente skupa B blokovima, a relaciju I
nazivamo relacijom incidencije.
Kazˇemo da je incidencijska struktura konacˇna ako su skupovi P i B konacˇni.
Definicija 1.45. U incidencijskoj strukturi D = (P ,B, I), broj blokova koji su incidentni
s tocˇkom P ∈ P nazivamo stupanj tocˇke P , dok broj tocˇaka koje su incidentne s blokom
x ∈ B nazivamo stupanj bloka x.
Propozicija 1.4. Neka je D = (P ,B, I) incidencijska struktura s v tocˇaka i b blokova,
te neka su stupnjevi tocˇaka r1, ..., rv i stupnjevi blokova k1, ..., kb. Tada vrijedi:
v∑
i=1
ri =
b∑
i=1
ki.
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Dokaz. Tvrdnja se dokazuje prebrojavanjem na dva nacˇina elemenata skupa
{(P, x) ∈ P × B | (P, x) ∈ I}.
Kao posljedicu dobivamo sljedec´i korolar.
Korolar 1.1. Ako je u incidencijskoj strukturi s v tocˇaka i b blokova svaka tocˇka stupnja
r i svaki blok stupnja k, tada vrijedi:
vr = bk.
Definicija 1.46. Neka je D = (P ,B, I) incidencijska struktura. Dualna struktura
strukture D je struktura D∗ = (P∗,B∗, I∗), gdje je P∗ = B, B∗ = P , a relacija incidencije
dana je sa:
I∗ = {(x, P ) | (P, x) ∈ I}.
Definicija 1.47. Neka je D = (P ,B, I) incidencijska struktura. Komplementarna
struktura strukture D je struktura D′ = (P ,B, I ′), gdje je I ′ = P × B \ I.
Definicija 1.48. Izomorfizam incidencijskih strukturaD1 = (P1,B1, I1) iD2 = (P2,B2, I2)
je bijektivno preslikavanje f : P1 ∪ B1 → P2 ∪ B2 takvo da:
1. f preslikava P1 na P2 i B1 na B2,
2. (P, x) ∈ I1 ⇔ (f(P ), f(x)) ∈ I2, P ∈ P1, x ∈ B1.
Ako je D1 = D2, kazˇemo da je f automorfizam incidencijske strukture D = D1 = D2.
Definicija 1.49. Skup svih automorfizama incidencijske strukture D je grupa s obzi-
rom na kompoziciju funkcija i naziva se puna grupa automorfizama strukture D i
oznacˇavamo ju sa Aut(D).
Svaka njezina podgrupa naziva se grupa automorfizama od D.
U nastavku c´emo definirati posebnu vrstu konacˇne incidencijske strukture pod nazivom
blokovni dizajn.
Definicija 1.50. Blokovni dizajn ili 2−(v, k, λ) dizajn je konacˇna incidencijska struk-
tura D = (P ,B, I) takva da vrijedi:
1. |P| = v,
2. svaki blok je incidentan s tocˇno k tocˇaka,
3. svaki par tocˇaka je incidentan s tocˇno λ blokova.
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Ako je v = b, onda kazˇemo da je blokovni dizajn simetricˇan.
Napomena 1.15. Blokovni dizajni, odnosno 2-dizajni se cˇesto josˇ nazivaju i balansirani
nepotpuni blok dizajni ili BIBD (balanced incomplete block designs)2.
Primjer 1.5. Fanova ravnina prikazana na slici 1.3 je simetricˇni 2 − (7, 3, 1) dizajn
zadan skupom tocˇaka
P = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ,
te skupom blokova
B = {{1, 2, 4} , {2, 3, 5} , {3, 4, 6} , {4, 5, 7} , {1, 5, 6} , {2, 6, 7} , {1, 3, 7}} .
Slika 1.3: Simetricˇni 2-(7, 3, 1) dizajn
Sljedec´a tri teorema dokazana su u [48].
Teorem 1.3. U 2− (v, k, λ) dizajnu svaka je tocˇka incidentna s tocˇno
r =
λ(v − 1)
k − 1
blokova.
Teorem 1.4. Broj blokova 2− (v, k, λ) dizajna jednak je:
b =
vr
k
=
λ(v2 − v)
k2 − k .
Teorem 1.5. U 2− (v, k, λ) dizajnu vrijedi: b ≥ v.
Nejednakost iz prethodnog teorema naziva se Fisherova nejednakost.
Definicija 1.51. Neka je D 2− (v, k, λ) dizajn. Red dizajna D je broj n = r − λ.
2Vidi npr. [48].
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Sljedec´i vazˇan teorem daje nuzˇan uvjet za postojanje simetricˇnog (v, k, λ)-dizajna, a
dokaz mu se mozˇe nac´i npr. u [27]. Poznat je kao Bruck-Ryser-Chowla teorem.
Teorem 1.6. Ako postoji simetricˇan (v, k, λ)-dizajn, gdje je n = k − λ, tada:
1. ako je v paran, n je kvadrat,
2. ako je v neparan, tada jednadzˇba
x2 = ny2 + (−1) v−12 λz2,
ima rjesˇenje u cijelim brojevima x, y, z, koji nisu svi jednaki 0.
Definicija 1.52. Simetricˇan (v, k, 1)-dizajn se naziva projektivna ravnina reda k − 1,
a simetricˇan (v, k, 2)-dizajn se naziva dvoravnina.
Primjer 1.6. (Paleyeva dvoravnina) Primjer 2 − (11, 5, 2) dizajna je Paleyeva dvo-
ravnina prikazana na slici 1.4. To je do na izomorfizam jedina dvoravnina s navedenim
parametrima.
Slika 1.4: Paleyeva dvoravnina
Definicija 1.53. Za blokovni dizajn kazˇemo da je jednostavan ako ne sadrzˇi ponovljene
blokove.
U ovom c´emo radu promatrati samo jednostavne blokovne dizajne.
Svakom blokovnom dizajnu mozˇemo pridruzˇiti matricu na sljedec´i nacˇin.
Definicija 1.54. Neka je P = {x1, ..., xv} i B = {B1, ..., Bb}. Matrica incidencije
blokovnog dizajna D = {P ,B, I} je v × b matrica A = [aij], gdje je
aij =
{
1, ako je (xi, Bj) ∈ I,
0, ako (xi, Bj) /∈ I.
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Primjer 1.7. Matrica incidencije Fanove ravnine dana je sa:
M =

1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1

.
Dokaz sljedec´eg teorema mozˇe se nac´i u [48].
Teorem 1.7. Neka je M (0, 1)-matrica dimenzije v × b. M je matrica incidencije 2 −
(v, k, λ) dizajna ako i samo ako vrijedi:
1. MMT = λJv + (r − λ)Iv,
2. jvM = kjb,
gdje je Iv jedinicˇna matrica reda v, Jv matrica reda v cˇiji su svi elementi jednaki 1, a jv
i jb vektori cˇiji su svi elementi jednaki 1 duljine v, odnosno b.
Napomena 1.16. Ako je M matrica incidencije blokovnog dizajna D, tada je matrica
incidencije njemu komplementarnog dizajna D′ matrica J −M .
Sljedec´i teorem dokazan je u [1].
Teorem 1.8. Neka je D 2− (v, k, λ) dizajn s v− k ≥ 2. Tada je njegov komplementarni
dizajn D′ 2− (v, v − k, λ′) dizajn, gdje je:
λ′ = λ
(v − k)(v − k − 1)
k(k − 1) .
U nastavku uvodimo pojam takticˇke dekompozicije matrice, te takticˇke dekompozicije
blokovnog dizajna.
Definicija 1.55. Neka je M v × b matrica. Dekompozicija od M je particija P1, ..., Pn
redaka od M i particija B1, ..., Bm stupaca od M . Stavimo da je:
|Pi| = ωi, |Bj| = Ωj, za 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
Sa Mi,j oznacˇimo ωi × Ωj matricu koja se sastoji od elemenata iz presjeka redaka iz
Pi i stupaca iz Bj. Kazˇemo da je dekompozicija matrice M :
a) takticˇka po retcima ako je za i = 1, ..., n i j = 1, ...,m suma elemenata u svakom
retku matrice Mi,j konstantna,
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b) takticˇka po stupcima ako je za i = 1, ..., n i j = 1, ...,m suma elemenata u svakom
stupcu matrice Mi,j konstantna,
c) takticˇka ako je takticˇka po retcima i po stupcima.
Definicija 1.56. Kazˇemo da je particija skupa tocˇaka i skupa blokova blokovnog dizajna
D takticˇka ako odgovara takticˇkoj dekompoziciji njegove matrice incidencije.
Primjer 1.8. Trivijalni primjeri takticˇkih dekompozicija skupova tocˇaka i blokova blo-
kovnih dizajna:
a) dekompozicija u kojoj su sve tocˇke dizajna u jednoj klasi i svi blokovi dizajna zajedno
u jednoj klasi,
b) dekompozicija u kojoj su sve klase tocˇaka i sve klase blokova jednocˇlane.
Napomena 1.17. Kasnije c´emo pokazati kako djelovanje grupe automorfizama dizajna
na blokovni dizajn inducira takticˇku dekompoziciju dizajna.
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Poglavlje 2
Simetricˇni grupovno djeljivi dizajni
U ovom poglavlju uvest c´emo konstrukciju samodualnih kodova iz prosˇirenih kvocijentnih
matrica simetricˇnih (grupovno) djeljivih dizajna (SGDD-a) s dualnim svojstvom. Kons-
trukcija je objavljena u cˇlanku [15]. Rezultati su dobiveni razvijanjem ideja prezentiranih
u [35] i [52], te posebno u [17] gdje je dana konstrukcija samodualnih kodova iz prosˇirenih
orbitnih matrica simetricˇnih dizajna u odnosu na djelovanje grupe automorfizama koja
djeluje sa svim orbitama iste duljine.
Takoder, u nastavku c´emo nac´i i primjere SGDD-a s dualnim svojstvom dobivene iz
grafova-djeljivih dizajna (DDG-ova) i digrafova-djeljivih dizajna (DDD-ova), te pomoc´u
njihovih kvocijentnih matrica konstruirati samodualne kodove.
2.1 Simetricˇni grupovno djeljivi dizajni
Definicija djeljivog dizajna (takoder cˇesto zvanog grupovno djeljivi dizajn) varira. Ovdje
koristimo definiciju analognu onoj koju daje Bose u [7].
Djeljivi su dizajni proucˇavani zbog primjene u statistici te zbog njihove univerzalne
primjene na konstrukciju novih dizajna ([40], [49], [50]).
Definicija 2.1. Incidencijska struktura s v tocˇaka, b blokova i konstantnom velicˇinom
blokova k u kojoj je svaka tocˇka incidentna s tocˇno r blokova je (grupovno) djeljivi
dizajn (GDD) s parametrima (v, b, r, k, λ1, λ2,m, n), u oznaci D(v, b, r, k, λ1, λ2,m, n),
ako se skup tocˇaka mozˇe particionirati u m klasa velicˇine n, tako da su:
1. dvije tocˇke iz iste klase sadrzˇane zajedno u tocˇno λ1 blokova,
2. dvije tocˇke iz razlicˇitih klasa sadrzˇane zajedno u tocˇno λ2 blokova.
Napomena 2.1. Za djeljivi dizajn D(v, b, r, k, λ1, λ2,m, n) ocˇito je da vrijedi:
a) v = mn, jer m klasa od po n tocˇaka particioniraju skup od v tocˇaka,
b) vr = bk, zbog korolara 1.1.
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Propozicija 2.1. Za djeljivi dizajn s parametrima (v, b, r, k, λ1, λ2,m, n) vrijedi sljedec´a
jednakost:
(n− 1)λ1 + n(m− 1)λ2 = r(k − 1).
Dokaz. Neka je skup tocˇaka djeljivog dizajna oznacˇen sa P . Neka je P neka tocˇka iz P .
Tocˇka P nalazi se u r blokova, od kojih svaki sadrzˇi josˇ po k− 1 preostalih tocˇaka. Time
dobivamo r(k−1) parova tocˇaka cˇiji jedan cˇlan je P , a zajedno se nalaze u bloku. S druge
strane, za svaku od n− 1 tocˇaka iz iste klase kao P imamo λ1 odgovarajuc´ih parova, dok
u m− 1 ostalih klasa svaka od n tocˇaka daje po λ2 odgovarajuc´ih parova sa P .
Dokaz sljedec´e propozicije mozˇe se nac´i u [8].
Propozicija 2.2. Neka je D(v, b, r, k, λ1, λ2,m, n) djeljivi dizajn. Tada vrijedi:
rk ≥ vλ2.
Napomena 2.2. Iz definicije slijedi da je djeljivi dizajn blokovni dizajn ako i samo ako
je ili n = 1 ili λ1 = λ2 ([32]).
Definicija 2.2. Ako je n 6= 1 i λ1 6= λ2, tada se djeljivi dizajn naziva pravi.
Napomena 2.3. Za matricu incidencije N grupovno djeljivog dizajna, determinanta od
NNT dana je sa
det(NNT ) = rk(r − λ1)m(n−1)(rk − vλ2)m−1,
i vlastite vrijednosti od NNT su
rk, r − λ1, rk − vλ2
s kratnostima 1, m(n− 1) i m− 1, redom (vidi [45]).
Definicija 2.3. Bose i Connor ([8]) klasificirali su djeljive dizajne u tri tipa u terminima
vlastitih vrijednosti:
1. singularan ako je r − λ1 = 0,
2. nesingularan ako je r − λ1 > 0
a) semi-regularan ako je rk − vλ2 = 0,
b) regularan ako je rk − vλ2 > 0.
Definicija 2.4. GDD se naziva simetricˇan GDD (SGDD) ako je v = b (ili, ekvivalentno,
r = k). Tada se oznacˇava sa D(v, k, λ1, λ2,m, n) i slijedi:
v = mn, (n− 1)λ1 + n(m− 1)λ2 = k(k − 1), k2 ≥ vλ2.
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Definicija 2.5. Kazˇemo da SGDD D ima dualno svojstvo ako je dual od D opet djeljivi
dizajn s istim parametrima kao D.
Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom. Tada se blokovi od D mogu
podijeliti u skupove S1, ..., Sm, od kojih svaki sadrzˇi n blokova, tako da se svaka dva bloka
koja pripadaju istom skupu sijeku u λ1 tocˇaka, a svaka dva bloka koja pripadaju razlicˇitim
skupovima sijeku se u λ2 tocˇaka.
Primjer 2.1. SGDD s dualnim svojstvom D(6, 3, 2, 1, 3, 2) dan je skupom tocˇaka P =
{0, 1, 2, 3, 4, 5}, skupom blokova
B = {{0, 1, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 0}, {4, 5, 1}, {5, 0, 2}}
te klasama tocˇaka {0, 3}, {1, 4}, {2, 5}.
Isticˇemo da se ono sˇto mi zovemo ”s dualnim svojstvom” katkad naziva ”simetricˇan”,
”simetricˇan” u nasˇem smislu (v = b) se tada zove ”kvadratan” (vidi na primjer [32]).
2.2 Kodovi iz kvocijentnih matrica simetricˇnih gru-
povno djeljivih dizajna s dualnim svojstvom
Particije tocˇaka i blokova iz definicije SGDD-a s dualnim svojstvom daju particiju (koju
c´emo zvati kanonska particija) matrice incidencije
N =

A11 · · · A1m
...
. . .
...
Am1 · · · Amm
 ,
gdje su Aij kvadratne podmatrice reda n.
Sa In c´emo oznacˇiti n × n jedinicˇnu matricu, a sa Jn oznacˇimo n × n matricu cˇiji su
svi elementi jednaki jedan. Tada se matrica NNT mozˇe zapisati na sljedec´i nacˇin:
NNT =

B11 · · · B1m
...
. . .
...
Bm1 · · · Bmm
 ,
gdje je
Bij = [(k − λ1)In + (λ1 − λ2)Jn]δij + λ2Jn,
i δij je Kroneckerov delta simbol.
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Teorem 2.1. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom i neka je N ma-
trica incidencije od D. Ako je p prost broj takav da p | λ1, p | k i p | λ2, tada retci od N
razapinju samoortogonalan kod duljine v nad Fp.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz cˇinjenice da je NNT nul-matrica modulo p, buduc´i da njezini
elementi poprimaju vrijednosti iz skupa {k, λ1, λ2}.
Bose je pokazao u [7] da opisana kanonska particija matrice incidencije N daje takticˇku
dekompoziciju, odnosno da svaki blok Aij ima konstantnu sumu redaka (i stupaca). To
nam omoguc´uje da definiramo kvocijentnu matricu SGDD-a na sljedec´i nacˇin.
Definicija 2.6. Kazˇemo da je m×m matrica R = [rij] kvocijentna matrica SGDD-a
s dualnim svojstvom ako je svaki element rij jednak retcˇanoj sumi bloka Aij iz kanonske
particije matrice incidencije.
Napomena 2.4. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom s kvocijentnom
matricom R = [rij]. Oznacˇimo klase tocˇaka od D sa T1, ..., Tm, a klase blokova od D sa
S1, ..., Sm. Tada je svaka tocˇka iz Ti sadrzˇana u tocˇno rij blokova iz Sj i svaki blok iz Sj
sadrzˇi tocˇno rij tocˇaka iz Ti.
{0,1,3} {0,3,4} {1,2,4} {1,4,5} {0,2,5} {2,3,5}
0 1 1 0 0 1 0
3 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 1 0 0
4 0 1 1 1 0 0
2 0 0 1 0 1 1
5 0 0 0 1 1 1
Tablica 2.1: Incidencija tocˇaka i blokova za SGDD D(6, 3, 2, 1, 3, 2) iz primjera 2.1
Primjer 2.2. Neka je D SGDD iz primjera 2.1. Ako poredamo tocˇke i blokove od D kao
sˇto je prikazano u tablici 2.1, dobivamo da je matrica incidencije djeljivog dizajna D dana
sa:
N =

1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1

.
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Slijedi da je kvocijentna matrica od D jednaka:
R =
 2 0 11 2 0
0 1 2
 .
Napomena 2.5. Kvocijentna matrica zadovoljava (Bose [7]) sljedec´e uvjete:
RRT = [(k − λ1) + n(λ1 − λ2)]Im + nλ2Jm = (k2 − vλ2)Im + nλ2Jm, (2.1)
RJm = JmR = kJm, (2.2)
sˇto znacˇi da je suma svakog retka i svakog stupca od R jednaka k.
Nadalje, buduc´i da je det(RRT ) = k2 (k2 − vλ2)m−1, slijedi da je determinanta od R
dana sa:
| det(R)| = k (k2 − vλ2)m−12 . (2.3)
Teorem 2.2. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom i neka je R kvo-
cijentna matrica od D. Ako je p prost broj takav da p - (k2 − vλ2) i p - k, tada linearan
kod nad Fp razapet retcima od R ima dimenziju m.
Dokaz. Buduc´i da |det(R)| = k (k2 − vλ2)
m−1
2 , matrica R je invertibilna nad Fp. Dakle,
slijedi da je p-rang od R jednak m.
Napomena 2.6. Neka je A a× b matrica, te B b× c matrica. Tada je
r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}.
Specijalno, za matricu A vrijedi:
r(AAT ) ≤ min{r(A), r(AT )} = r(A).
Ova cˇinjenica c´e se koristiti u dokazu sljedec´eg teorema.
Teorem 2.3. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom i R kvocijentna
matrica od D. Ako je p prost broj takav da p - (k2 − vλ2) i p | k, tada linearan kod nad
Fp razapet retcima od R ima dimenziju m− 1.
Dokaz. Buduc´i da matrica RRT ima m− 1 vlastitih vrijednosti jednakih k2− vλ2 i jednu
vlastitu vrijednost koja je jednaka k2, ima samo jednu vlastitu vrijednost jednaku 0 u
Fp. Slijedi da je rp(RRT ) = m− 1 (jer je za simetricˇnu matricu rang jednak broju nenul
vlastitih vrijednosti), pa je zato rp(R) ≥ m− 1. S druge strane, buduc´i da je det(R) ≡ 0
(mod p), slijedi da je rp(R) ≤ m− 1, pa je time rp(R) = m− 1.
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Teoremi 2.2 i 2.3 pokazuju da je kod nad Fp razapet kvocijentnom matricom SGDD-
a s dualnim svojstvom prilicˇno nezanimljiv za p - (k2 − vλ2), buduc´i da u tom slucˇaju
dobiveni kod ima dimenziju m ili m− 1. Zato c´emo se fokusirati na kodove nad Fp takve
da p | (k2−vλ2). Primijetimo da u slucˇaju semi-regularnog simetricˇnog (v, k, λ1, λ2,m, n)
djeljivog dizajna svaki prosti broj p dijeli k2 − vλ2.
Teorem 2.4. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom i neka je R kvo-
cijentna matrica od D. Ako je p prost broj takav da p | (k2 − vλ2) i p | nλ2, tada retci od
R razapinju samoortogonalan kod duljine m nad Fp.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz cˇinjenice da je RRT = (k2 − vλ2)Im + nλ2Jm.
2.3 Samodualni kodovi iz prosˇirenih kvocijentnih ma-
trica
Napomena 2.7. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom i neka je R
kvocijentna matrica od D. Ako prost broj p ne dijeli nλ2, tada za dobivanje samoortogo-
nalnih kodova nad Fp mozˇemo koristiti malo drugacˇiji kod od onog razapetog kvocijentnom
matricom R.
Neka je p prost broj takav da p - nλ2. Kvocijentnu matricu R mozˇemo prosˇiriti na
sljedec´i nacˇin:
Rext =

1
R
...
1
nλ2 · · · nλ2 k
 .
Ovako dobivenu matricu Rext nazvat c´emo prosˇirena kvocijentna matrica. Kod nad
Fp razapet retcima od Rext oznacˇit c´emo sa Cext, te c´emo ga nazivati prosˇireni kod.
Za x = (x1, ..., xm+1) i y = (y1, ..., ym+1) uvodimo skalarni produkt ψ sa
ψ(x, y) = x1y1 + ...+ xmym − nλ2xm+1ym+1.
Znamo da p - nλ2, pa je ψ nedegenerirana forma na Fp (njezina matrica je regularna).
Lema 2.1. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom, R kvocijentna ma-
trica od D, te Rext prosˇirena kvocijentna matrica. Ako je p prost broj takav da
p | (k2 − vλ2), tada je prosˇireni kod Cext nad Fp samoortogonalan u odnosu na ψ.
Dokaz. Neka su x i y retci od Rext. Tada je ψ(x, y) ∈ {0, k2 − vλ2,−nλ2(k2 − vλ2)}.
Ako je b bilinearna forma i B njezina matrica, tada je determinanta od b dana sa
det(b) = det(B). Matrica bilinearne forme ψ je (m+ 1)× (m+ 1) matrica
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Ψ =

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...
...
. . .
...
...
0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 −nλ2

.
Buduc´i da je det(RextΨ(Rext)T ) = det(ψ)[det(Rext)]2 = −nλ2(k2−vλ2)m+1 i det(ψ) =
−nλ2, slijedi da je (det(Rext))2 = (k2 − vλ2)m+1, i zato je
| det(Rext)| = (k2 − vλ2) 12 (m+1).
Teorem 2.5. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom, R kvocijentna
matrica od D i neka je C kod nad Fp razapet retcima od R. Ako je p prost broj takav da
p | (k2 − vλ2), tada je dim(C) ≤ m+12 .
Dokaz. Ako p | nλ2 tada je C samoortogonalan prema teoremu 2.4, pa je dim(C) ≤ m2 .
Ako p - nλ2 tada je Cext samoortogonalan u odnosu na ψ i dim(Cext) ≤ m+12 . Dokazat
c´emo da ako p | (k2 − vλ2) i p - nλ2, tada je dim(C) = dim(Cext). Zadnji stupac od Rext
jednak je (mod p) k−1 pomnozˇeno sa sumom ostalih m stupaca. Zadnji red od Rext jednak
je (mod p) nλ2k
−1 pomnozˇeno sa sumom prvih m redaka. Slijedi da R i Rext imaju isti
rang nad Fp.
Dokaz sljedec´eg teorema mozˇe se nac´i u [35, Appendix C].
Teorem 2.6. Neka je A m×m matrica s cjelobrojnim elementima. Tada postoje cjelo-
brojne unimodularne matrice (tj. cjelobrojne matrice s determinantama jednakim ±1) P
i Q takve da vrijedi:
1. PAQ je dijagonalna matrica, PAQ = diag(d1, ..., dm),
2. di dijeli di+1, za i = 1, ...,m− 1.
Sˇtoviˇse, elementi di su odredeni do na predznak i nazivaju se invarijantni faktori od
A ili elementarni djelitelji od A.
Jedinstvena dijagonalna matrica PAQ = diag(d1, ..., dm) naziva se cjelobrojna Smit-
hova normalna forma, ili samo Smithova forma, od A. O Smithovoj formi i njezinoj
primjeni u teoriji kombinatoricˇkih dizajna mozˇe se viˇse procˇitati u [52].
Napomena 2.8. Za cjelobrojnu matricu A vrijedi da je njezin p-rang jednak broju inva-
rijantnih faktora od A koji nisu djeljivi s p.
Teorem 2.7. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom, R kvocijentna
matrica od D i Cext odgovarajuc´i prosˇireni kod nad Fp. Ako je p prost broj takav da
p - nλ2, p | (k2 − vλ2), ali p2 - (k2 − vλ2), tada je Cext samodualan u odnosu na ψ.
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Dokaz. Moramo dokazati da je dim(Cext) = 1
2
(m+1). Nejednakost dim(Cext) ≤ 1
2
(m+1)
slijedi iz cˇinjenice da je Cext samoortogonalan. Da bi dokazali da je 1
2
(m+1) ≤ dim(Cext),
pokazat c´emo da Rext ima Fp-rang barem 12(m+ 1). Buduc´i da je R
ext kvadratna matrica
reda m + 1 s cjelobrojnim elementima, postoje cjelobrojne unimodularne matrice P i
Q, takve da je PRextQ dijagonalna matrica PRextQ = diag(d1, ..., dm+1) i di dijeli di+1,
za i = 1, ...,m. Iz | det(PRextQ)| = | det(Rext)| = (k2 − vλ2) 12 (m+1), p | (k2 − vλ2) i
p2 - (k2−vλ2), slijedi da najviˇse 12(m+1) elemenata di su viˇsekratnici od p. Zato PRextQ
ima Fp-rang najmanje 12(m + 1). Mnozˇenje matrice zdesna ili slijeva s unimodularnom
matricom ne mijenja njezin rang modulo p, pa Rext takoder ima Fp-rang barem 12(m+ 1).
Slijedi da je dim(Cext) = 1
2
(m+ 1).
O povezanosti samodualnih kodova i kvadrata u Fp govori sljedec´i Wittov teorem cˇiji
se dokaz mozˇe nac´i u [52].
Teorem 2.8. Za danu simetricˇnu nesingularnu matricu U reda n nad Fp, p neparan prost
broj, postoji p-naran kod duljine n koji je samodualan u odnosu na U ako i samo ako je
(−1)n/2det(U) kvadrat u Fp.
Direktna posljedica teorema 2.7 i 2.8 je sljedec´i teorem.
Teorem 2.9. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom, R kvocijentna
matrica od D, Cext odgovarajuc´i prosˇireni kod nad Fp. Ako je p neparan prost broj takav
da p - nλ2, p | (k2 − vλ2), ali p2 - (k2 − vλ2), tada je −λ2n(−1)m+12 kvadrat u Fp.
Ako p2 | (k2− vλ2) ponekad mozˇemo koristiti lanac kodova za dobivanje samodualnog
koda iz kvocijentne matrice.
Za danu m× n cjelobrojnu matricu A, sa rowF(A) oznacˇimo linearan kod nad poljem
F razapet sa retcima od A. Sa rowp(A) oznacˇimo p-naran linearan kod razapet sa retcima
od A. Takoder za danu matricu A definiramo, za bilo koji prost broj p i nenegativan cijeli
broj i,
Mi(A) = {x ∈ Zn : pix ∈ rowZ(A)}.
Imamo M0(A) = rowZ(A) i
M0(A) ⊆M1(A) ⊆M2(A) ⊆ ... .
Neka je
Ci(A) = pip(Mi(A))
gdje je pip homomorfizam (projekcija) sa Zn na Fnp dan uzimanjem svih koordinata modulo
p. Tada je svaki Ci(A) p-naran linearan kod duljine n, C0(A) = rowp(A), i
C0(A) ⊆ C1(A) ⊆ C2(A) ⊆ ... .
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Teorem koji slijedi i njegov dokaz mogu se nac´i u [52].
Teorem 2.10. Neka je D dijagonalna forma za A s dijagonalnim elementima d1, d2, ..., dn,
gdje je n broj stupaca od A. Dimenzija p-narnog koda Cj(A) je broj dijagonalnih elemenata
di koji nisu djeljivi sa p
j+1.
Sljedec´i teorem iz [52] pokazuje kako se lanac kodova mozˇe iskoristiti za dobivanje
samodualnog koda.
Teorem 2.11. Pretpostavimo da je A n×n cjelobrojna matrica takva da je AUAT = peV
za neki cijeli broj e, gdje su U i V kvadratne matrice s determintama relativno prostim s
p. Tada je Ce(A) = Fnp i
Cj(A)
U = Ce−j−1(A), za j = 0, 1, ..., e− 1.
Posebno, ako je e = 2f + 1, tada je Cf (A) U-samodualan p-naran kod duljine n.
Ovaj rezultat se mozˇe iskoristiti za pridruzˇivanje samodualnog koda kvocijentnoj ma-
trici djeljivog dizajna.
Teorem 2.12. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom. Pretpostavimo
da je k2−vλ2 tocˇno djeljiv s neparnom potencijom prostog broja p1 i da je λ2 tocˇno djeljiv
s parnom potencijom od p, to jest k2 − vλ2 = pen0, λ2 = p2aλ0, gdje je e neparan, a ≥ 0
i (n0, p) = (λ0, p) = 1. Ako p - n tada postoji samodualan p-naran kod duljine m + 1 u
odnosu na skalarni produkt koji odgovara matrici U = diag(1, ..., 1,−nλ0).
Dokaz. Neka je R1 kvocijentna matrica od D. Definirajmo matricu Rext1 sa
Rext1 =

pa
R1
...
pa
panλ0 · · · panλ0 k
 .
Slijedi da je Rext1 U(R
ext
1 )
T = (k2− vλ2)U = pen0U = peV , za V = n0U . Determinante
od U i V su relativno proste sa p, pa mozˇemo primijeniti teorem 2.11 da dobijemo U -
samodualan kod.
Kao posljedicu teorema 2.8 i 2.12 dobivamo sljedec´i teorem.
Teorem 2.13. Neka je D(v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom. Pretpostavimo
da je p neparan prost broj takav da k2− vλ2 = pen0, λ2 = pbλ0, gdje je e neparan, b paran
i (no, p) = (λ0, p) = 1. Ako p - n, tada je −nλ0(−1)m+12 kvadrat u Fp.
1Kazˇemo da je broj x tocˇno djeljiv s brojem y ako y|x ali y2 - x.
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Napomena 2.9. Uocˇimo da se teoremi 2.7, 2.9, 2.12 i 2.13 ne mogu primijeniti na semi-
regularan simetricˇan (v, k, λ1, λ2,m, n) djeljivi dizajn, buduc´i da je u tom slucˇaju k
2−vλ2
djeljiv sa pe, za svaki prost broj p i svaki nenegativan cijeli broj e.
2.4 Primjeri
U nastavku c´emo opisati primjere samodualnih kodova dobivenih na temelju prethodno
opisanih rezultata uz pomoc´ prosˇirenih kvocijentnih matrica SGDD-a s dualnim svoj-
stvom. Djeljivi dizajni koji c´e se koristiti u primjerima bit c´e dobiveni iz odredenih gra-
fova, tocˇnije iz grafova-djeljivih dizajna i digrafova-djeljivih dizajna, koje c´emo definirati
u sljedec´im potpoglavljima.
2.4.1 Samodualni kodovi iz grafova-djeljivih dizajna
Definicija 2.7. Dizajn susjedstva grafa Γ je dizajn cˇije su tocˇke vrhovi od Γ, a blokovi
su dani kao susjedstva vrhova od Γ.
Napomena 2.10. Matrica susjedstva grafa Γ je matrica incidencije pripadnog dizajna
susjedstva.
U ovom potpoglavlju opisat c´emo grafove sa svojstvom da je njihov dizajn susjedstva
djeljivi dizajn, pod nazivom grafovi-djeljivi dizajni ili DDG-ovi 2. Uveli su ih Haemers,
Kharaghani i Meulenberg u [26] kao generalizaciju (v, k, λ)-grafova.
Definicija 2.8. Za jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, λ) kazˇemo da je (v, k, λ)-
graf. Dizajn susjedstva (v, k, λ)-grafa je simetricˇan 2− (v, k, λ) dizajn.
Definicija 2.9. Kazˇemo da je k-regularan graf s v vrhova graf-djeljivi dizajn (DDG)
s parametrima (v, k, λ1, λ2,m, n) ako se skup vrhova mozˇe particionirati u m klasa velicˇine
n, tako da:
1. dva vrha iz iste klase imaju tocˇno λ1 zajednicˇkih susjeda,
2. dva vrha iz razlicˇitih klasa imaju tocˇno λ2 zajednicˇkih susjeda.
Napomena 2.11. Iz definicije DDG-a ocˇito je da je dizajn susjedstva DDG-a uvijek
simetricˇni djeljivi dizajn s dualnim svojstvom.
Obratno, vrijedi da je djeljivi dizajn sa simetricˇnom matricom incidencije s nulama na
dijagonali, dizajn susjedstva DDG-a.
Definicija 2.10. DDG sa m = 1, n = 1 ili λ1 = λ2 je (v, k, λ)-graf i takav DDG nazivamo
nepravi, a inacˇe pravi.
2Kratica DDG dolazi od engleskog naziva divisible design graph.
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Tablica sa moguc´im skupovima parametara za prave DDG-ove sa svojstvima v ≤ 27,
0 < λ2 < 2k − v, λ1 < k, dana je u [26]. Za one skupove parametara za koje je dokazano
postojanje DDG-a tamo je dana i konstrukcija. U deset slucˇajeva postojanje DDG-a s
navedenim parametrima ostalo je otvoreni problem. Zatim su D. Crnkovic´ i W. Haemers u
[12] rijesˇili devet od deset preostalih slucˇajeva. Proucˇili smo djeljive dizajne dobivene kao
dizajne susjedstva navedenih DDG-ova iz tablice iz [26], te pomoc´u njihovih kvocijentnih
matrica nasˇli primjere samodualnih kodova primjenom teorema 2.7. Dobiveni samodualni
kodovi prikazani su u tablici 2.2 i opisani u nastavku.
v k λ1 λ2 m n k
2 − vλ2 nλ2 dobiveni samodualni kodovi pomoc´u T.2.7
8 4 0 2 4 2 0 4 -
10 5 4 2 5 2 5 4 samodualan kod duljine 6 nad F5 (Pr. 2.6)
12 5 0 2 6 2 1 4 -
12 5 1 2 4 3 1 6 -
12 6 2 3 3 4 0 12 -
12 7 3 4 4 3 1 12 -
15 4 0 1 5 3 1 3 -
18 9 6 4 6 3 9 12 -
18 9 8 4 9 2 9 8 -
20 7 3 2 4 5 9 10 -
20 7 6 2 10 2 9 4 -
20 9 0 4 10 2 1 8 -
20 13 9 8 4 5 9 40 -
20 13 12 8 10 2 9 16 -
24 6 2 1 3 8 12 8 samodualan kod duljine 4 nad F3 (Pr. 2.4)
24 7 0 2 8 3 1 6 -
24 8 4 2 4 6 16 12 -
24 10 2 4 12 2 4 8 -
24 10 3 4 8 3 4 12 -
24 10 6 3 3 8 28 24 samodualan kod duljine 4 nad F7 (Pr. 2.5)
24 14 6 8 12 2 4 16 -
24 14 7 8 8 3 4 24 -
24 16 12 10 4 6 16 60 -
26 13 12 6 13 2 13 12 samodualan kod duljine 14 nad F13 (Pr. 2.7)
27 16 12 9 9 3 13 27 otvoreni problem (Pr. 2.8)
27 18 9 12 9 3 0 36 -
Tablica 2.2: Moguc´i parametri za prave DDG-ove sa v ≤ 27, 0 < λ2 < 2k − v, λ1 < k i
dobiveni kodovi
U [26] su neki primjeri DDG-ova dobiveni iz regularnih graficˇkih Hadamardovih ma-
trica. Prije opisa te konstrukcije definirat c´emo potrebne pojmove vezane uz Hadamardove
matrice.
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Definicija 2.11. Kazˇemo da je m×m matrica H Hadamardova matrica reda m ako
su joj svi elementi jednaki 1 ili -1 i ako je HHT = mIm.
Napomena 2.12. Primijetimo da mnozˇenje elemenata u jednom retku (ili stupcu) Ha-
damardove matrice sa −1 opet daje Hadamardovu matricu.
Primjer 2.3. Sljedec´e matrice su primjeri Hadamardovih matrica reda 1, 2 i 4:
[1] , [−1] ,
[
1 1
1 −1
]
,

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1
 .
Sljedec´i rezultat daje nuzˇan uvjet za postojanje Hadamarove matrice reda n, a dokaz
se mozˇe nac´i u [48].
Teorem 2.14. Ako postoji Hadamardova matrica reda n > 2, tada je:
n ≡ 0(mod 4).
Definicija 2.12. Hadamardova matrica H se naziva:
a) graficˇka ako je H simetricˇna s konstantnom dijagonalom,
b) regularna ako su joj sve sume redaka i stupaca jednake (recimo jednake broju l).
Slijedi opis konstrukcije DDG-ova iz regularnih graficˇkih Hadamardovih matrica dan
u [26].
Teorem 2.15. ([26, Construction 4.9]) Neka je H regularna graficˇka Hadamardova ma-
trica reda l2 ≥ 4 s dijagonalnim elementima −1 i retcˇanom sumom l. Tada je graf s
matricom susjedstva
A =
 M N 0N 0 M
0 M N
 , gdje je
M =
1
2
[
J +H J +H
J +H J +H
]
i N =
1
2
[
J +H J −H
J −H J +H
]
DDG s parametrima (6l2, 2l2 + l, l2 + l, (l2 + l)/2, 3, 2l2).
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Primjer 2.4. Uzmimo regularnu graficˇku Hadamardovu matricu H1, te primijenimo opi-
sanu konstrukciju za dobivanje DDG-a Γ1 s parametrima (24, 6, 2, 1, 3, 8), gdje je
H1 =

−1 −1 −1 1
−1 −1 1 −1
−1 1 −1 −1
1 −1 −1 −1
 .
Matrica susjedstva grafa Γ1 dana je kao:
A1 =

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

.
Pripadni dizajn susjedstva je djeljivi dizajn D1 s matricom incidencije A1.
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Kvocijentna matrica koja se dobije iz matrice A1 jednaka je:
R1 =
 2 4 04 0 2
0 2 4
 ≡
 2 1 01 0 2
0 2 1
 (mod 3).
Iz dizajna D1 primjenom teorema 2.7 dobivamo samodualan kod Cext1 duljine 4 nad
F3 u odnosu na ψ. Kod je razapet retcima matrice:
Rext1 =

2 1 0 1
1 0 2 1
0 2 1 1
2 2 2 0
 (mod 3).
Primjer 2.5. Regularna graficˇka Hadamardova matrica H2 pomoc´u iste konstrukcije daje
DDG Γ2 s parametrima (24, 10, 6, 3, 3, 8).
H2 =

−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1

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Matrica susjedstva grafa Γ2 dana je kao:
A2 =

0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0

.
Pripadni dizajn susjedstva je djeljivi dizajn D2 s matricom incidencije A2.
Kvocijentna matrica koja se dobije iz matrice A2 jednaka je:
R2 =
 6 4 04 0 6
0 6 4
 .
Iz dizajna D2 primjenom teorema 2.7 dobivamo samodualan kod Cext2 duljine 4 nad
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F7 u odnosu na ψ. Kod je razapet retcima matrice:
Rext2 =

6 4 0 1
4 0 6 1
0 6 4 1
3 3 3 3
 (mod 7).
Sljedec´a konstrukcija, takoder iz [26], daje primjere DDG-ova dobivenih pomoc´u jako
regularnih grafova. Trebat c´e nam i sljedec´a definicija.
Definicija 2.13. Neka je Γ1 graf s matricom susjedstva A, te Γ2 graf s matricom susjed-
stva B. Jaki produkt grafova Γ1 i Γ2 je graf cˇija je matrica susjedstva dana kao:
(A+ I)⊗ (B + I)− I.
Teorem 2.16. ([26, Construction 4.10]) Neka je Γ′ jako regularan graf s parametrima
(m, k′, λ, λ+ 1). Tada je jaki produkt od K2 sa Γ′ DDG s parametrima jednakim: n = 2,
λ1 = k − 1 = 2k′ i λ2 = 2λ+ 2.
Primjer 2.6. Neka je Γ′ = C5 pentagon, tj. jako regularni graf s parametrima (5, 2, 0, 1).
Prethodnom konstrukcijom iz njega dobivamo DDG Γ s parametrima (10, 5, 4, 2, 5, 2) kao
jaki produkt K2 i C5. Γ je prikazan na slici 2.1. Njemu odgovarajuc´i djeljivi dizajn
zadovoljava uvjete teorema 2.7 te daje samodualan kod duljine sˇest nad F5 u odnosu na
ψ.
Slika 2.1: DDG(10,5,4,2,5,2)
Primjer 2.7. Neka je Γ′ = P (13) Paleyev graf reda 13. To je jako regularan graf s parame-
trima (13, 6, 2, 3). Tada pomoc´u njega dobivamo DDG Γ s parametrima (26, 13, 12, 6, 13, 2)
kao jaki produkt K2 i P (13). Njemu odgovarajuc´i djeljivi dizajn zadovoljava uvjete te-
orema 2.7 te daje samodualan kod duljine 14 nad F13 u odnosu na ψ.
Primjer 2.8. Postojanje DDG-a s parametrima (27, 16, 12, 9, 9, 3) otvoreni je problem,
odnosno takav DDG nije pronaden niti je dokazano da ne postoji DDG s tim parametrima.
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Ako takav DDG postoji, pripadni dizajn susjedstva je djeljivi dizajn koji zadovoljava
pretpostavke teorema 2.7. U tom slucˇaju postojao bi samodualan kod duljine 10 nad F13
u odnosu na ψ.
2.4.2 Samodualni kodovi iz digrafova-djeljivih dizajna
U [13] su D. Crnkovic´ i H. Kharaghani definirali i proucˇavali usmjerenu verziju DDG-ova
pod nazivom digrafovi-djeljivi dizajni ili skrac´eno DDD3. Tamo su takoder dani nuzˇni
uvjeti za postojanje DDD-a s odredenim parametrima te neke konstrukcije.
U nastavku c´emo definirati DDD-ove te vidjeti kako pomoc´u njih mozˇemo dobiti SGDD-e.
Zapocˇinjemo s definicijom usmjerenog grafa.
Definicija 2.14. Usmjereni graf ili digraf je par Γ = (V,E), gdje je V konacˇan
neprazan skup vrhova i E skup uredenih parova (x, y) koje nazivamo lukovi takvih da
x, y ∈ V i x 6= y.
Ako je (x, y) luk, tada kazˇemo da x dominira nad y, odnosno da je y dominiran sa x.
Definicija 2.15. Kazˇemo da je digraf Γ = (V,E):
a) asimetricˇan ako iz (x, y) ∈ E slijedi (y, x) /∈ E,
b) regularan stupnja k ili k-regularan ako svaki vrh od Γ dominira nad tocˇno k
vrhova i dominiran je s tocˇno k vrhova.
Sada mozˇemo definirati digraf-djeljivi dizajn.
Definicija 2.16. Za k-regularan asimetricˇan digraf s v vrhova kazˇemo da je digraf-
djeljivi dizajn (DDD) s parametrima (v, k, λ1, λ2,m, n), ako se skup vrhova mozˇe par-
ticionirati u m klasa velicˇine n, tako da je:
1. za svaka dva razlicˇita vrha x i y iz iste klase, broj vrhova koji dominiraju nad x i y
i broj vrhova koji su dominirani s x i y jednak λ1,
2. za svaka dva razlicˇita vrha x i y iz razlicˇitih klasa, broj vrhova koji dominiraju nad
x i y i broj vrhova koji su dominirani s x i y jednak λ2.
Digraf se mozˇe karakterizirati svojom matricom susjedstva.
Definicija 2.17. Neka je Γ = (V,E) digraf sa skupom vrhova V = {x1, ..., xv}. Matrica
susjedstva za Γ je v × v matrica A = [aij] takva da je
aij =
{
1, ako je (xi, xj) ∈ E
0, inacˇe
.
3Kratica DDD dolazi iz engleskog naziva divisible design digraphs.
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Definicija 2.18. Kazˇemo da je (0, 1)-matrica X kososimetricˇna ako je X +XT (0, 1)-
matrica.
Napomena 2.13. Za matricu susjedstva DDD-a vrijedi da je ona uvijek kososimetricˇna
matrica.
Lako se pokazuje iz definicije DDD-a da vrijedi sljedec´i teorem iz [13].
Teorem 2.17. Ako je Γ DDD s parametrima (v, k, λ1, λ2,m, n), tada je njegov dizajn
susjedstva simetricˇan djeljivi dizajn s dualnim svojstvom s parametrima (v, k, λ1, λ2,m, n).
Napomena 2.14. Prethodni teorem osigurava da c´e matrica susjedstva DDD-a biti ma-
trica incidencije za SGDD s dualnim svojstvom s istim parametrima.
Obratno, ako je D SGDD s dualnim svojstvom s parametrima (v, k, λ1, λ2,m, n) koji ima
kososimetricˇnu matricu incidencije, tada je D dizajn susjedstva za DDD s istim parame-
trima (v, k, λ1, λ2,m, n).
U nastavku c´emo opisati dvije konstrukcije DDD-a uz pomoc´ Hadamardovih dizajna
s kososimetricˇnim matricama incidencije. Konstrukcije su iz [13]. Iskoristit c´emo ih za
dobivanje samodualnih kodova pomoc´u odgovarajuc´ih dizajna susjedstva konstruiranih
DDD-a.
Definicija 2.19. Simetricˇan dizajn s parametrima (4n−1, 2n−1, n−1) ili (4n−1, 2n, n)
naziva se Hadamardov dizajn reda n.
Primjer 2.9. Simetricˇan 2 − (7, 3, 1) dizajn je ujedno i projektivna ravnina reda 2 i
Hadamardov dizajn reda 2.
Napomena 2.15. Neka je D (4n− 1, 2n− 1, n− 1) Hadamardov dizajn. Tada je njegov
komplementarni dizajn (4n− 1, 2n, n) Hadamardov dizajn. To slijedi iz teorema 1.8.
Sljedec´a lema dokazana je u [13] i opisuje prvu od spomenutih konstrukcija DDD-a
pomoc´u Hadamardovih dizajna.
Lema 2.2. ([13, Lemma 4.4]) Pretpostavimo da postoji Hadamardov (4l + 3, 2l + 1, l)
dizajn4 s kososimetricˇnom matricom incidencije. Tada postoji DDD s parametrima
(28l + 21, 8l + 7, 4l + 3, 2l + 2, 7, 4l + 3).
4Hadamardov (4l + 3, 2l + 1, l) dizajn je zapravo Hadamardov (4n− 1, 2n− 1, n− 1) dizajn za koji je
n = l + 1.
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Dokaz. Neka je D sljedec´a matrica incidencije Hadamardovog (7, 3, 1) dizajna:
D =

0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0

,
te neka je D1 kososimetricˇna matrica incidencije Hadamardovog (4l+ 3, 2l+ 1, l) dizajna.
Stavimo da je D1 matrica koja se dobije iz D1 zamjenom 0 i 1, tj. D1 = J4l+3−D1. Tada
je matrica A definirana kao:
A = D ⊗D1 + I7 ⊗D1,
matrica susjedstva za DDD s parametrima (28l + 21, 8l + 7, 4l + 3, 2l + 2, 7, 4l + 3).
Napomena 2.16. Primijetimo da matrica D1 iz prethodne leme mozˇe biti i matrica
incidencije trivijalnog dizajna.
Primjer 2.10. Neka je D1 matrica incidencije simetricˇnog (3, 1, 0) dizajna dana kao:
D1 =
 0 1 00 0 1
1 0 0
 .
Tada je D1 kososimetricˇna matrica incidencije Hadamardovog (4l+ 3, 2l+ 1, l) dizajna za
l = 0. Odgovarajuc´a matrica D1 jednaka je:
D1 =
 1 0 11 1 0
0 1 1
 .
Primjenom konstrukcije iz leme 2.2 dobivamo matricu susjedstvaA zaDDD(21, 7, 3, 2, 7, 3)
kao:
A =

D1 D1 D1 0 D1 0 0
0 D1 D1 D1 0 D1 0
0 0 D1 D1 D1 0 D1
D1 0 0 D1 D1 D1 0
0 D1 0 0 D1 D1 D1
D1 0 D1 0 0 D1 D1
D1 D1 0 D1 0 0 D1

.
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Pripadni dizajn susjedstva ovog DDD-a je djeljivi dizajn D s matricom incidencije A.
Iz matrice A dobivamo sljedec´u kvocijentnu matricu:
R =

1 2 2 0 2 0 0
0 1 2 2 0 2 0
0 0 1 2 2 0 2
2 0 0 1 2 2 0
0 2 0 0 1 2 2
2 0 2 0 0 1 2
2 2 0 2 0 0 1

.
Dizajn D primjenom teorema 2.7 daje samodualan [8, 4] kod Cext nad F7 u odnosu na
ψ. Kod razapinju retci matrice:
Rext =

1 2 2 0 2 0 0 1
0 1 2 2 0 2 0 1
0 0 1 2 2 0 2 1
2 0 0 1 2 2 0 1
0 2 0 0 1 2 2 1
2 0 2 0 0 1 2 1
2 2 0 2 0 0 1 1
6 6 6 6 6 6 6 0

(mod 7).
Slijedi i druga konstrukcija DDD-a pomoc´u Hadamardovih dizajna, takoder dokazana
u [13] kao i prethodna.
Lema 2.3. ([13, Lemma 4.5]) Neka je D kososimetricˇna matrica incidencije Hadamardo-
vog dizajna s parametrima (4l+3, 2l+1, l) i neka je D1 kososimetricˇna matrica incidencije
simetricˇnog (v1, k1, λ1) dizajna. Tada je matrica
A = D ⊗ Jv1 + Iv ⊗D1,
matrica susjedstva za DDD s parametrima ((4l+ 3)v1, (2l+ 1)v1 +k1, (2l+ 1)v1 +λ1, v1l+
k1, 4l + 3, v1).
Primjer 2.11. Neka su i D i D1 kososimetricˇne matrice incidencije simetricˇnog (3, 1, 0)
dizajna, tj. tocˇnije neka je:
D = D1 =
 0 1 00 0 1
1 0 0
 .
Primjenom konstrukcije iz leme 2.3 dobivamo matricu susjedstvaA za DDD s parametrima
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(9, 4, 3, 1, 3, 3) kao:
A =
 D1 I3 00 D1 I3
I3 0 D1
 .
Matrica A je ujedno i matrica incidencije za pripadni dizajn susjedstva D ovog DDD-a.
Iz matrice A dobivamo sljedec´u kvocijentnu matricu:
R =
 1 3 00 1 3
3 0 1
 .
Pomoc´u dizajna D primjenom teorema 2.7 dobivamo samodualan [4, 2] kod Cext nad
F7 u odnosu na ψ. Kod je razapet retcima matrice:
Rext =

1 3 0 1
0 1 3 1
3 0 1 1
3 3 3 4
 .
Primjer 2.12. Neka je D kososimetricˇna matrica incidencije Hadamardovog (3, 1, 0) di-
zajna, te D1 kososimetricˇna matrica incidencije simetricˇnog (4, 1, 0) dizajna, odnosno neka
je:
D =
 0 1 00 0 1
1 0 0
 , D1 =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
 .
Lema 2.3 daje matricu susjedstva A za DDD s parametrima (12, 5, 4, 1, 3, 4) kao:
A =
 D1 I4 00 D1 I4
I4 0 D1
 .
A je matrica incidencije pripadnog dizajna susjedstva D ovog DDD-a.
Iz matrice A dobivamo kvocijentnu, te prosˇirenu kvocijentnu matricu:
R =
 1 4 00 1 4
4 0 1
 i Rext =

1 4 0 1
0 1 4 1
4 0 1 1
4 4 4 5
 .
Pomoc´u dizajna D primjenom teorema 2.7 dobivamo samodualan [4, 2] kod Cext nad
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F13 u odnosu na ψ, razapet retcima matrice Rext.
Definicija 2.20. DDD sa m = 1, n = 1 ili λ1 = λ2 nazivamo nepravi, a inacˇe pravi.
Crnkovic´ i Kharaghani su u [13] dali tablicu s moguc´im skupovima parametara za prave
DDD-ove sa svojstvima v ≤ 27, 0 < λ2 < k, λ1 < k. Postojanje DDD-a s navedenim
parametrima ostalo je otvoreni problem u dvadeset slucˇajeva od ukupno 94 moguc´a. Za
24 skupa parametara dokazano je postojanje DDD-a i navedena je konstrukcija koja se
koristi. U sljedec´oj tablici proucˇili smo ta 24 skupa parametara koji daju DDD-ove,
te vidjeli za koje od njih pripadni djeljivi dizajni daju samodualne kodove primjenom
teorema 2.7.
v k λ1 λ2 m n k
2 − vλ2 nλ2 dobiveni samodualni kodovi pomoc´u T.2.7
8 3 0 1 4 2 1 2 -
9 4 3 1 3 3 7 3 samodualan [4, 2] kod nad F7 (Pr.2.11)
9 3 0 1 3 3 0 3 -
12 5 1 2 4 3 1 6 -
12 5 4 1 3 4 13 4 samodualan [4, 2] kod nad F13 (Pr.2.12)
12 4 2 1 6 2 4 2 -
15 4 0 1 5 3 1 3 -
15 6 5 1 3 5 21 5 samodualan [4, 2] kod nad F3 i F7
16 7 0 3 8 2 1 6 -
16 7 2 3 4 4 1 12 -
16 4 0 1 4 4 0 4 -
18 6 0 2 6 3 0 6 -
18 7 6 1 3 6 31 6 samodualan [4, 2] kod nad F31
20 7 3 2 4 5 9 10 -
21 10 9 4 7 3 16 12 -
21 7 3 2 7 3 7 6 samodualan [8, 4] kod nad F7 (Pr.2.10)
21 10 8 3 3 7 37 21 samodualan [4, 2] kod nad F37
21 8 7 1 3 7 43 7 samodualan [4, 2] kod nad F43
24 11 0 5 12 2 1 10 -
24 10 2 4 12 2 4 8 -
24 5 0 1 6 4 1 4 -
24 9 8 1 3 8 57 8 samodualan [4, 2] kod nad F3 i F19
25 5 0 1 5 5 0 5 -
27 10 9 1 3 9 73 9 samodualan [4, 2] kod nad F73
Tablica 2.3: Moguc´i parametri za prave DDD-ove sa v ≤ 27, 0 < λ2 < k, λ1 < k i dobiveni
kodovi
Napomena 2.17. Svi samodualni kodovi navedeni u tablici 2.3 dobiveni su konstrukcijom
iz leme 2.3, osim koda iz primjera 2.10, koji je dobiven pomoc´u leme 2.2.
42
Poglavlje 3
Samodualni kodovi iz blokovnih
dizajna
U ovom poglavlju uvest c´emo pojam orbitnih matrica, te zatim opisati konstrukcije sa-
moortogonalnih i samodualnih kodova nad Fp, u odnosu na odredene skalarne produkte,
uz pomoc´ orbitnih matrica blokovnih dizajna induciranih djelovanjem grupe automorfi-
zama dizajna. Konstruirat c´emo i neke primjere samodualnih kodova dobivenih pomoc´u
orbitnih matrica blokovnih dizajna.
Nakon konstrukcija koje se odnose opc´enito na blokovne dizajne, prikazat c´emo i
dodatne konstrukcije posebno za simetricˇne blokovne dizajne i njihove orbitne matrice.
Takoder, na slicˇan nacˇin kao za simetricˇne dizajne, konstruirat c´emo samodualne kodove i
pomoc´u kvocijentnih matrica simetricˇnih grupovno djeljivih dizajna (SGDD-a) s dualnim
svojstvom. Kao poseban slucˇaj konstrukcija iz simetricˇnih dizajna, promotrit c´emo i kons-
trukcije uz pomoc´ Hadamardovih dizajna. Na kraju c´emo vidjeti kako nam Kroneckerov
produkt mozˇe pomoc´i u dobivanju novih samodualnih kodova.
3.1 Orbitne matrice blokovnih dizajna
U nastavku c´emo definirati orbitne matrice pridruzˇene blokovnim dizajnima. Najcˇesˇc´a
primjena orbitnih matrica je za konstrukciju blokovnih dizajna koji dopusˇtaju djelovanje
pretpostavljene grupe automorfizama (vidi npr. [16]). Mi c´emo ih koristiti za konstrukciju
samodualnih kodova.
Neka je D = (P ,B, I) 2−(v, k, λ) dizajn i neka je G ≤ Aut(D). Oznacˇimo sa P1, ..., Pn
G-orbite tocˇaka, sa B1, ..., Bm G-orbite blokova te neka je:
|Pi| = ωi, |Bj| = Ωj, gdje je 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.
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Napomena 3.1. Za b = |B| ocˇito je da vrijedi:
n∑
i=1
ωi = v,
m∑
j=1
Ωj = b.
Dokaz sljedec´e propozicije mozˇe se nac´i i u [4].
Propozicija 3.1. Neka je D = (P ,B, I) 2 − (v, k, λ) dizajn i G ≤ Aut(D). G-orbite
tocˇaka i blokova daju takticˇku dekompoziciju dizajna D.
Dokaz. Neka su P,Q ∈ Pi dvije razlicˇite tocˇke iz orbite tocˇaka Pi, te xi, ..., xk ∈ Bj blokovi
dizajna incidentni s tocˇkom P . Znamo da postoji g ∈ G takav da je gP = Q. Slijedi
da su blokovi gx1, ..., gxk blokovi iz orbite Bj incidentni s tocˇkom Q. Slijedi da je svaka
tocˇka iz Pi incidentna s konstantnim brojem blokova iz Bj. To znacˇi da je dekompozicija
dizajna D takticˇka po tocˇkama. Analogno se pokazˇe da je takticˇka po blokovima.
Uvedimo za blok x ∈ B i tocˇku Q ∈ P sljedec´e oznake:
〈x〉 = {R ∈ P | (R, x) ∈ I},
〈Q〉 = {y ∈ B | (Q, y) ∈ I}.
Neka je Q ∈ Pi, x ∈ Bj. Oznacˇimo sada:
γij = | 〈x〉 ∩ Pi|,
Γij = | 〈Q〉 ∩Bj|.
Buduc´i da je dekompozicija dizajna takticˇka, brojevi γij ne ovise o izboru bloka x, kao
sˇto ni brojevi Γij ne ovise o izboru tocˇke Q kao predstavnika tocˇkovne orbite Pi.
Napomena 3.2. Broj γij jednak je broju tocˇaka iz orbite tocˇaka Pi incidentnih s blokom
iz orbite blokova Bj. Slicˇno, Γij je jednak broju blokova iz orbite blokova Bj incidentnih
s tocˇkom iz orbite tocˇaka Pi. Zato vrijedi:
a)
n∑
i=1
γij = k, ∀j ∈ {1, ...,m};
b)
m∑
j=1
Γij = r, ∀i ∈ {1, ..., n}.
Lema 3.1. ([16]) Neka je D = (P ,B, I) blokovni dizajn, G ≤ Aut(D), te ωi, Ωj, γij, Γij
definirani kao ranije. Vrijede sljedec´e jednakosti:
a) Ωjγij = ωiΓij;
44
b)
m∑
j=1
Γijγsj = λωs + δis · (r−λ), gdje je δis Kroneckerov delta simbol, i, s ∈ {1, ..., n}.
Dokaz. a) Ovaj dio slijedi prebrojavanjem na dva nacˇina elemenata skupa:
{(Q, x) ∈ I | Q ∈ Pi, x ∈ Bj}.
b) Neka je Qi predstavnik tocˇkovne orbite Pi i xj predstavnik blokovne orbite Bj, za
j = 1, ...,m. Tada:
m∑
j=1
Γijγsj =
m∑
j=1
| 〈Qi〉 ∩Bj|| 〈xj〉 ∩ Ps| =
m∑
j=1
| 〈Qi〉 ∩Bj|
∑
R∈Ps
| 〈xj〉 ∩R|
=
m∑
j=1
∑
x∈〈Qi〉∩Bj
∑
R∈Ps
|x ∩ 〈R〉 | =
m∑
j=1
∑
R∈Ps
∑
x∈〈Qi〉∩Bj
|x ∩ 〈R〉 |
=
m∑
j=1
∑
R∈Ps
| 〈Qi〉 ∩Bj ∩ 〈R〉 | =
∑
R∈Ps
m∑
j=1
| 〈Qi〉 ∩Bj ∩ 〈R〉 |
=
∑
R∈Ps
| 〈Qi〉 ∩ 〈R〉 |.
(3.1)
Za i 6= s dobivamo: ∑
R∈Ps
| 〈Qi〉 ∩ 〈R〉 | =
∑
R∈Ps
λ = λωs.
Za i = s imamo:∑
R∈Ps
| 〈Qi〉 ∩ 〈R〉 | = (ωs − 1)λ+ r = λωs + (r − λ).
Pomoc´u ove leme dobivamo sljedec´u propoziciju.
Propozicija 3.2. ([16]) Neka je D = (P ,B, I) blokovni dizajn, G ≤ Aut(D), te ωi, Ωj,
γij, Γij definirani kao ranije. Vrijede sljedec´e jednakosti:
1.
n∑
i=1
γij = k;
2.
m∑
j=1
Ωj
ωi
γijγsj = λωs + δis · (r − λ).
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Dokaz. 1. Neka je x ∈ Bj. Tada je
n∑
i=1
γij = | 〈x〉 | = k.
2. Rezultat iz leme 3.1 pod a) povlacˇi da je Γij =
Ωj
ωi
γij. Sada dio pod b) iz leme 3.1
dovrsˇava dokaz.
Sada c´emo definirati tocˇkovnu i blokovnu orbitnu matricu kao sˇto su definirane u [18].
Definicija 3.1. Tocˇkovna orbitna matrica za parametre (v, k, λ) i distribuciju duljina
orbita tocˇaka ω = (ω1, ..., ωn), odnosno blokova Ω = (Ω1, ...,Ωm) je svaka n ×m matrica
S = [Γij] s elementima iz N0 za koju vrijedi sljedec´e:
1. 0 ≤ Γij ≤ Ωj, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m;
2.
m∑
j=1
Γij = r, 1 ≤ i ≤ n;
3.
n∑
i=1
ωi
Ωj
Γij = k, 1 ≤ j ≤ m;
4.
m∑
j=1
ωt
Ωj
ΓsjΓtj =
{
λωt, s 6= t,
λ(ωt − 1) + r, s = t.
;
Pritom vrijedi:
n∑
i=1
ωi = v,
m∑
j=1
Ωj = b, r =
v − 1
k − 1λ i b =
vr
k
.
Definicija 3.2. Blokovna orbitna matrica za parametre (v, k, λ) i distribuciju duljina
orbita tocˇaka ω = (ω1, ..., ωn), odnosno blokova Ω = (Ω1, ...,Ωm) je svaka n ×m matrica
R = [γij] s elementima iz N0 za koju vrijedi sljedec´e:
1. 0 ≤ γij ≤ ωi, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m;
2.
n∑
i=1
γij = k, 1 ≤ j ≤ m;
3.
m∑
j=1
Ωj
ωi
γij = r, 1 ≤ i ≤ n;
4.
m∑
j=1
Ωj
ωs
γsjγtj =
{
λωt, s 6= t,
λ(ωt − 1) + r, s = t.
;
Pritom vrijedi:
n∑
i=1
ωi = v,
m∑
j=1
Ωj = b, r =
v − 1
k − 1λ i b =
vr
k
.
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Napomena 3.3. Orbitne matrice jednoznacˇno su odredene do na poredak redaka i stu-
paca.
Napomena 3.4. Buduc´i da djelovanje grupe automorfizama G na 2− (v, k, λ) dizajn D
inducira takticˇku dekompoziciju dizajna, dobro su definirane matrice S = [Γij] i R = [γij],
gdje su Γij i γij definirani kao ranije. Te matrice zadovoljavaju uvjete iz definicija tocˇkovne,
odnosno blokovne orbitne matrice zbog leme 3.1 i propozicije 3.2 te ih nazivamo tocˇkovna
i blokovna orbitna matrica dizajna D inducirana djelovanjem grupe G.
U simetricˇnom 2−(v, k, λ) dizajnu svaka dva razlicˇita bloka sijeku se u tocˇno λ tocˇaka.
Za proizvoljan blokovni dizajn to opc´enito ne mora vrijediti. Zato uvodimo pojam pre-
sjecˇnog broja blokova.
Definicija 3.3. Presjecˇni broj blokova B1 i B2 2− (v, k, λ) dizajna D je broj:
|B1 ∩B2|.
Sljedec´a c´e nam lema koristiti kasnije kod konstrukcije samodualnih kodova pomoc´u
orbitnih matrica blokovnih dizajna.
Lema 3.2. Pretpostavimo da su u 2 − (v, k, λ) dizajnu D svi presjecˇni brojevi blokova
(ukljucˇujuc´i i k) kongruentni modulo p, gdje je p prost broj, tj. |B1 ∩ B2| ≡ k(mod p)
za svaka dva bloka B1 i B2 dizajna. Neka su S = [Γij] i R = [γij] tocˇkovna, odnosno
blokovna orbitna matrica redom, inducirane djelovanjem grupe automorfizama dizajna D.
Tada vrijedi:
STR ≡ k ·

Ω1 · · · Ω1
Ω2 · · · Ω2
...
...
Ωm · · · Ωm
 (mod p).
Posebno, ako su sve orbite tocˇaka i blokova iste duljine q (q prost broj), tada vrijedi S = R
i
RTR ≡ kq · J(mod p)
gdje je J m×m matrica sa svim elementima jednakim 1.
Dokaz. Neka je STR = [xjs], gdje je 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ s ≤ m. Elemente matrice STR
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mozˇemo raspisati slicˇno kao u dokazu leme 3.1 pod b), odnosno na sljedec´i nacˇin:
xjs =
n∑
i=1
Γijγis =
n∑
i=1
| 〈Qi〉 ∩Bj| · | 〈xs〉 ∩ Pi| =
n∑
i=1
| 〈xs〉 ∩ Pi|
∑
x∈Bj
| 〈Qi〉 ∩ x| =
=
n∑
i=1
∑
R∈〈xs〉∩Pi
∑
x∈Bj
|R ∩ 〈x〉 | =
n∑
i=1
∑
x∈Bj
∑
R∈〈xs〉∩Pi
|R ∩ 〈x〉 | =
=
n∑
i=1
∑
x∈Bj
| 〈xs〉 ∩ Pi ∩ 〈x〉 | =
∑
x∈Bj
n∑
i=1
| 〈xs〉 ∩ Pi ∩ 〈x〉 | =
∑
x∈Bj
| 〈xs〉 ∩ 〈x〉 | ≡
≡
∑
x∈Bj
k(mod p) ≡ k · Ωj(mod p).
(3.2)
Ako je:
Ω1 = ... = Ωm = ω1 = ... = ωn = q, za q prost broj,
tada iz leme 3.1 pod a) slijedi Γij = γij, odnosno S = R. Takoder xjs ≡ k · q(mod p), pa
je:
RTR ≡ kq · J(mod p).
3.2 Samodualni kodovi iz blokovnih dizajna
U sljedec´em c´emo dijelu konstruirati primjere samoortogonalnih i samodualnih kodova
koriˇstenjem prosˇirenih orbitnih matrica blokovnih dizajna (koji ne moraju nuzˇno biti si-
metricˇni).
Wilson u [52] opisuje rezultat Blokhuisa i Calderbanka [6] koji pokazuje kako se
koriˇstenjem matrica incidencije blokovnih dizajna, koji zadovoljavaju odredene uvjete,
mozˇe dobiti samodualne kodove. O tome govori sljedec´i teorem.
Teorem 3.1. ([52, Theorem 25]) Neka je D 2− (v, k, λ) dizajn i p neparan prost broj koji
tocˇno dijeli r− λ (tj. p|(r− λ), ali p2 - (r− λ)). Pretpostavimo da je |S ∩ T | ≡ k(mod p)
za svaka dva bloka S i T dizajna. Pretpostavimo i da je v neparan. Ako je:
1. k 6≡ 0(mod p) tada je (−1)(v−1)/2k kvadrat modulo p;
2. k ≡ 0(mod p) tada je (−1)(v−1)/2v (nenul) kvadrat modulo p.
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Skica dokaza. Neka je N v × b matrica incidencije za dizajn D. Definiramo matrice:
M =

1
NT
...
1
 i M ′ =

0
NT
...
0
1 · · · 1 1
 .
1. Ako p - k pokazˇe se da je kod razapet retcima od M samodualan p-naran kod duljine
v + 1 u odnosu na U = diag(1, ..., 1,−k).
2. Ako p | k pokazˇe se da je kod razapet retcima od M ′ samodualan p-naran kod
duljine v + 1 u odnosu na U ′ = diag(1, ..., 1,−v).
U dokazu prethodnog teorema koriste se transponirane matrice incidencije dizajna
prosˇirene na odgovarajuc´i nacˇin, koje onda generiraju samodualne kodove u odnosu na
odredeni skalarni produkt. Wittov teorem 2.8 zatim daje rezultate o kvadratima u Fp.
U nastavku c´emo konstruirati samoortogonalne i samodualne kodove na slicˇan nacˇin
kao u teoremu 3.1, ali koriˇstenjem orbitnih matrica blokovnih dizajna umjesto njihovih
matrica incidencije.
Teorem 3.2. Neka je D 2 − (v, k, λ) dizajn, G ≤ Aut(D), te ωi, Ωj, γij, Γij definirani
kao ranije. Nadalje, neka je p prost broj takav da p|(r − λ), te p - Ω1, ...,Ωm, ω1, ..., ωn.
Tada vrijedi:
1. ako p - λ tada postoji samoortogonalan p-naran kod duljine m + 1 u odnosu na
U = diag(Ω1, ...,Ωm,−λ) ;
2. ako p|λ i p - b tada postoji samoortogonalan p-naran kod duljine m+ 1 u odnosu na
V = diag(Ω1, ...,Ωm,−b).
Dokaz. Neka je R blokovna orbitna matrica dizajna D inducirana djelovanjem grupe G,
tj. R = [γij]. Definiramo matrice:
M =

ω1
ω2
R
...
ωn
 i M ′ =

0
R
...
0
1 · · · 1 1
 .
1. Ako p - λ lako se provjeri da je kod razapet retcima matrice M samoortogonalan p-
naran kod duljine m+1 u odnosu na U = diag(Ω1, ...,Ωm,−λ). To slijedi iz cˇinjenice
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da je MUMT nul-matrica modulo p, buduc´i da su elementi te matrice oblika:
m∑
j=1
γijγsj · Ωj − λωiωs = λωiωs + δis(r − λ)ωi − λωiωs = δis(r − λ)ωi ≡ 0(mod p).
2. Ako p|λ i p - b, tada retci matrice M ′ razapinju samoortogonalan p-naran kod duljine
m+1 u odnosu na V = diag(Ω1, ...,Ωm,−b). To vidimo zbog M ′VM ′T ≡ 0 (mod p).
Naime, elementi te matrice su iz skupa:{
m∑
j=1
γijγsjΩj,
m∑
j=1
γijΩj, b− b
}
= {λωiωs + δis(r − λ)ωi, rωi, 0}.
Zbog p|λ i p|(r − λ) vrijedi da p|r, pa su svi elementi matrice M ′VM ′T jednaki 0 u
Fp.
Prethodni teorem daje samoortogonalne kodove. Da bi dobili samodualne dodatno
c´emo pretpostaviti djelovanje odredene grupe automorfizama na dizajn D. Konkretno,
pretpostavit c´emo da na dizajn djeluje grupa automorfizama generirana automorfizmom
bez fiksnih tocˇaka i blokova, prostog reda q. Slicˇno su pretpostavili Harada i Tonchev u
[29], gdje su dobili samoortogonalne kodove pomoc´u orbitnih matrica.
Teorem 3.3. ([29, P roposition 1]) Neka je D 2− (v, k, λ) dizajn koji dopusˇta automorfi-
zam Φ bez fiksnih tocˇaka i bez fiksnih blokova, reda q, gdje je q prost broj. Neka je nadalje
M orbitna matrica inducirana djelovanjem grupe G = 〈Φ〉 na dizajn D. Ako je p prost
broj koji dijeli r i λ, tada orbitna matrica M generira samoortogonalan kod duljine b/q
nad Fp, gdje je b broj blokova od D.
Sljedec´om konstrukcijom takoder dobivamo samoortogonalne kodove.
Teorem 3.4. Neka je D 2− (v, k, λ) dizajn koji dopusˇta automorfizam Φ prostog reda q
bez fiksnih tocˇaka i blokova, te R orbitna matrica inducirana djelovanjem grupe G = 〈Φ〉
na dizajn D. Ako su svi presjecˇni brojevi blokova dizajna (ukljucˇujuc´i i k) djeljivi sa p,
gdje je p prost broj, tada matrica RT generira samoortogonalan kod duljine
v
q
nad Fp.
Dokaz. Buduc´i da je grupa G prostog reda q, te nema fiksnih tocˇaka ni blokova, slijedi da
sve orbite tocˇaka i blokova dizajna imaju duljinu jednaku q. Iz leme 3.1 pod a) dobivamo
da je Γij = γij, odnosno S = R. Sada lema 3.2 daje:
RTR ≡ kq · J(mod p),
sˇto je nul-matrica modulo p buduc´i da p|k. Dakle, kod razapet s RT je samoortogonalan
nad Fp i duljine je n =
v
q
(jer se skup tocˇaka particionira u n orbita duljine q).
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Potrebne su nam i dvije leme i jedna propozicija koje govore o invarijantnim faktorima
matrica, a cˇiji se dokazi mogu nac´i u [52].
Lema 3.3. Neka je L r × k matrica i M k × r matrica, gdje je r ≥ k. Ako je
ML = dI
za neki cijeli broj d, tada svaki nenul invarijantni faktor od LM dijeli d.
Lema 3.4. Neka je L r × k matrica i M k × r matrica, gdje je r ≥ k. Neka su s1, ..., sk
i s′1, ..., s
′
k invarijantni faktori od L i M redom i neka su t1, ..., tr invarijantni faktori od
LM (zadnjih r − k od njih moraju biti nula, jer LM ima rang najviˇse k). Tada je:
(s1s2 · · · sk)(s′1s′2 · · · s′k) = t1t2 · · · tk.
Propozicija 3.3. Pretpostavimo da n× k cjelobrojna matrica A ima rang n, tako A ima
desni inverz nad Q. Tada postoji k × n cjelobrojna matrica B za koju je AB = tI ako i
samo ako je t viˇsekratnik najvec´eg invarijantnog faktora sn od A. Slicˇno, ako je B k × n
cjelobrojna matrica ranga n, tada postoji cjelobrojna matrica A takva da je AB = tI ako
i samo ako je t viˇsekratnik najvec´eg invarijantnog faktora s′n od B.
Slijedi konstrukcija samodualnih kodova pomoc´u prosˇirenih orbitnih matrica blokovnih
dizajna, koje su inducirane djelovanjem grupe automorfizama prostog reda bez fiksnih
tocˇaka i blokova.
Teorem 3.5. Neka je D 2− (v, k, λ) dizajn koji dopusˇta automorfizam Φ prostog reda q
bez fiksnih tocˇaka i blokova, te R orbitna matrica inducirana djelovanjem grupe G = 〈Φ〉
na dizajn D. Neka je p prost broj takav da p|(r − λ) ali p2 - (r − λ), te p - q. Ako je broj
orbita tocˇaka n neparan, te ako su svi presjecˇni brojevi blokova dizajna (ukljucˇujuc´i i k)
kongruentni modulo p, tada:
1. ako p - k tada postoji samodualan p-naran kod duljine n + 1 u odnosu na U =
diag(q, ..., q,−k) ;
2. ako p|k tada postoji samodualan p-naran kod duljine n + 1 u odnosu na V =
diag(1, ..., 1,−n).
Dokaz. Opet, zbog uvjeta teorema, slijedi da sve orbite tocˇaka i blokova dizajna imaju
jednaku duljinu q. Iz leme 3.1 pod a) sada dobivamo da je Γij = γij, odnosno S = R.
Definiramo matrice:
M =

q
RT
...
q
 i M ′ =

0
RT
...
0
1 · · · 1 1
 .
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Zbog leme 3.2 imamo:
RTR ≡ kq · J(mod p).
1. Ako p - k matrica MUMT ima elemente kongruentne sa q · kq − kq2 = 0 modulo p.
Slijedi da retci matrice M razapinju samoortogonalan kod duljine n + 1 u odnosu
na U = diag(q, ..., q,−λ), nad Fp.
2. Ako p | k tada matrica M ′VM ′T ima elemente kongruentne modulo p s elementima
iz skupa
{kq,
n∑
i=1
γij, n− n} = {kq, k, 0}.
Znacˇi da su svi elementi te matrice kongruentni s nula modulo p jer p | k. Dobivamo
da retci matrice M ′ razapinju samoortogonalan kod duljine n + 1 u odnosu na
V = diag(1, ..., 1,−n), nad Fp.
Zbog toga je rp(M) ≤ n+ 1
2
, te rp(M
′) ≤ n+ 1
2
.
Da dokazˇemo samodualnost kodova koje razapinju matrice M i M ′ nad Fp u odnosu
na odredene skalarne produkte, potrebno je josˇ dokazati da je:
rp(M) ≥ n+ 1
2
i rp(M
′) ≥ n+ 1
2
.
Definiramo matrice A i B kao:
A =

q
R
...
q
 i B =
 R
T
−λ · · · −λ
 .
Za te matrice ocˇito je da vrijedi:
0 ≤ rp(A)− rp(B) ≤ 1. (3.3)
Takoder, njihov umnozˇak jednak je:
AB = RRT − λqJ = (r − λ) · I,
buduc´i da su elementi matrice AB oblika:
m∑
j=1
γijγsj − λq = λq + δis(r − λ)− λq = δis(r − λ).
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Neka su s1, s2, ..., sn invarijantni faktori od A, te s
′
1, s
′
2, ..., s
′
n invarijantni faktori od
B. Zbog leme 3.3, svi invarijantni faktori si i s
′
i dijele r − λ, pa je svaki od njih djeljiv s
najviˇse prvom potencijom od p.
Mozˇe se dobiti da je matrica BA oblika:
BA =

qk
RTR
...
qk
−λk · · · −λk −λv
 ≡

qk
qk · J ...
qk
−λk · · · −λk −λv
 ( mod p),
pri cˇemu ova kongruencija vrijedi zbog leme 3.2.
Zbog
r(BA) ≤ min {r(B), r(A)},
vrijedi da je Q-rang od BA manji ili jednak od broja redaka n od A. S druge strane,
r(BA) ≥ r(RTR) = r(RRT ) = n.
Ovdje posljednju jednakost, r(RRT ) = n, dobivamo jer je:
RRT = λq · J + (r − λ) · I.
Slijedi da je r(BA) = n, odnosno svi invarijantni faktori t1, ..., tn od BA razlicˇiti su od
nula. Lema 3.3 sada povlacˇi da svi invarijantni faktori t1, ..., tn dijele r− λ, tj. djeljivi su
s najviˇse prvom potencijom od p. Lema 3.4 pak daje:
(s1 · · · sn) · (s′1 · · · s′n) = t1 · · · tn. (3.4)
1. Ako p - k, tada zbog λ(v−1) = r(k−1) i r ≡ λ(mod p) dobivamo λk ≡ λv(mod p).
Znacˇi da su retci od BA konstantni retci modulo p, odnosno vrijedi:
rp(BA) = 1.
Slijedi da samo jedan invarijantni faktor ti nije djeljiv s p, tj. (n− 1) invarijantnih
faktora ti su djeljivi s tocˇno prvom potencijom od p. Sada iz formula (3.4) i (3.3)
dobivamo da je samo najvec´ih n−1
2
vrijednosti iz {s1, ..., sn} i najvec´ih n−12 vrijednosti
iz {s′1, ..., s′n} djeljivo s p, dok ostale nisu. Zbog toga je:
rp(A) = rp(B) = n− n− 1
2
=
n+ 1
2
.
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(a) Ako p|λ tada je:
rp(M) ≥ rp(R) = rp(B) = n+ 1
2
.
(b) Ako p - λ, tada je rp(R) = rp(A), buduc´i da je suma stupaca od R jednaka
k · 1, pa je 1 ∈ colp(R). Ponovno slijedi da je:
rp(M) ≥ rp(R) = n+ 1
2
.
2. Ako p|k tada je
BA ≡ 0(mod p),
sˇto znacˇi da su svi invarijantni faktori t1, ..., tn djeljivi s p. Iz formula (3.4) i (3.3)
sada dobivamo da je:
rp(A) =
n+ 1
2
, rp(B) =
n− 1
2
.
Takoder, vrijedi da je rp(M
′) > rp(R), te dobivamo:
rp(M
′) ≥ rp(R) + 1 ≥ rp(A) = n+ 1
2
.
Primijetimo da p - n, jer bi inacˇe colp(A) bio samoortogonalan p-naran kod duljine
n i dimenzije strogo vec´e od n
2
, sˇto je nemoguc´e.
Zbog Wittovog teorema dobivamo i sljedec´u posljedicu koja govori o kvadratima u Fp.
Teorem 3.6. Neka je D 2−(v, k, λ) dizajn koji dopusˇta automorfizam Φ prostog reda q bez
fiksnih tocˇaka i bez fiksnih blokova, te neka je R orbitna matrica inducirana djelovanjem
grupe G = 〈Φ〉 na dizajn D. Neka je p neparan prost broj takav da p|(r−λ) ali p2 - (r−λ),
te p - q. Ako je broj orbita tocˇaka n neparan, te ako su svi presjecˇni brojevi blokova dizajna
(ukljucˇujuc´i i k) kongruentni modulo p, tada vrijedi:
1. ako p - k tada je (−1)n−12 kqn kvadrat u Fp;
2. ako p|k i p - n tada je (−1)n−12 n kvadrat u Fp.
Dokaz. Rezultat slijedi iz Wittovog teorema 2.8 i prethodnog teorema 3.5, buduc´i da je:
det(U) =(−1)n+12 · qn · (−k) = (−1)n−12 · kqn,
det(V ) =(−1)n+12 · (−n) = (−1)n−12 · n.
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3.2.1 Primjeri samodualnih kodova iz simetricˇnih 2 − (27, 13, 6)
dizajna
K. Mackenzie-Fleming i K. W. Smith su u [37] konstruirali sve simetricˇne (27, 13, 6) dizajne
s automorfizmom prostog reda q = 3 bez fiksnih tocˇaka (i bez fiksnih blokova). Pokazali
su da postoje tocˇno 22 neizomorfna simetricˇna 2 − (27, 13, 6) dizajna s automorfizmom
bez fiksnih tocˇaka σ reda 3. Automorfizam σ ima 9 orbita velicˇine 3 na skupu tocˇaka i
na skupu blokova, te je identificiran s permutacijom
(1, 2, 3)(4, 5, 6)(7, 8, 9)(10, 11, 12)(13, 14, 15)(16, 17, 18)(19, 20, 21)(22, 23, 24)(25, 26, 27)
na skupu tocˇaka i na skupu blokova. U cˇlanku [37] prvo su konstruirane moguc´e orbitne
matrice za dizajne s tim parametrima na koje djeluje automorfizam σ. Zatim su pomoc´u
tih orbitnih matrica konstruirani i sami simetricˇni 2 − (27, 13, 6) dizajni s automorfiz-
mom σ, te je provjereno koji su od njih neizomorfni. Cˇetiri orbitne matrice koje su dale
simetricˇne dizajne trazˇenog oblika su:
R1 =

1 0 0 2 2 2 2 2 2
0 1 3 1 1 1 2 2 2
0 3 1 2 2 2 1 1 1
2 1 2 0 2 3 1 1 1
2 1 2 2 3 0 1 1 1
2 1 2 3 0 2 1 1 1
2 2 1 1 1 1 0 2 3
2 2 1 1 1 1 2 3 0
2 2 1 1 1 1 3 0 2

, R2 =

1 0 0 2 2 2 2 2 2
0 1 3 1 1 1 2 2 2
0 3 1 2 2 2 1 1 1
2 1 2 3 1 1 0 1 2
2 1 2 1 3 1 2 0 1
2 1 2 1 1 3 1 2 0
2 2 1 2 0 1 3 1 1
2 2 1 1 2 0 1 3 1
2 2 1 0 1 2 1 1 3

,
R3 =

0 1 2 1 1 2 3 2 1
1 2 0 1 2 1 2 1 3
2 0 1 2 1 1 1 3 2
1 1 2 3 1 2 1 0 2
1 2 1 1 2 3 0 2 1
2 1 1 2 3 1 2 1 0
3 2 1 1 0 2 2 1 1
2 1 3 0 2 1 1 1 2
1 3 2 2 1 0 1 2 1

, R4 =

0 3 1 1 1 1 2 2 2
3 1 0 1 1 1 2 2 2
1 0 3 1 1 1 2 2 2
1 1 1 2 2 2 0 3 1
1 1 1 2 2 2 3 1 0
1 1 1 2 2 2 1 0 3
2 2 2 0 3 1 1 1 1
2 2 2 3 1 0 1 1 1
2 2 2 1 0 3 1 1 1

.
Dizajni ovog tipa zadovoljavaju sve uvjete teorema 3.5 pod 1., za prost broj p = 7.
Zato primjenom teorema 3.5 na simetricˇne (27, 13, 6)-dizajne s automorfizmom σ reda 3,
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dobivamo pomoc´u orbitnih matrica R1, R2, R3, R4 cˇetiri samodualna [10, 5] koda nad F7
u odnosu na U = diag(3, 3, ..., 3,−13). To je iskazano u sljedec´em teoremu.
Teorem 3.7. Definiramo matrice
Mi =

3
RTi
...
3
 , za i = 1, 2, 3, 4.
Tada retci matrica Mi generiraju samodualne [10, 5] kodove nad F7 u odnosu na U =
diag(3, 3, ..., 3,−13).
Dokaz. Matrice Ri su orbitne matrice simetricˇnih (27, 13, 6)-dizajna s automorfizmom σ
reda 3 bez fiksnih tocˇaka i blokova definiranim ranije. Za prost broj p = 7 vrijedi da
p - k = 13, p - q = 3, p|(k − λ) = 7, te p2 - (k − λ) = 7. Takoder, broj orbita tocˇaka
n = 9 je neparan. Presjecˇni brojevi blokova za simetricˇan dizajn su samo k = 13 i λ = 6,
a vrijedi 13 ≡ 6(mod 7). Dakle, ispunjeni su svi uvjeti teorema 3.5 pod 1. Slijedi da su
kodovi row7(Mi), za i = 1, 2, 3, 4, samodualni kodovi duljine n+ 1 = 10 nad F7 u odnosu
na U = diag(3, 3, ..., 3,−13).
3.3 Kodovi iz simetricˇnih blokovnih dizajna
U ovom c´emo dijelu opisati konstrukcije samodualnih kodova uz pomoc´ orbitnih matrica
simetricˇnih dizajna. Nakon toga c´emo na slicˇan nacˇin kao za simetricˇne dizajne, kons-
truirati i samodualne kodove pomoc´u kvocijentnih matrica simetricˇnih grupovno djeljivih
dizajna s dualnim svojstvom. Ideje za konstrukcije proizlaze iz teorema Assmusa, Mezza-
robe i Salwacha u [2], koji c´e biti prezentiran u nastavku.
3.3.1 Konstrukcije samodualnih kodova iz simetricˇnih dizajna
Matrice incidencije simetricˇnih blokovnih dizajna pokazale su se korisne za konstrukciju
samodualnih kodova. O tome govori sljedec´i teorem Assmusa, Mezzarobe i Salwacha cˇiji
se dokaz mozˇe nac´i u [2].
Prije samog iskaza teorema Assmusa i drugih, potrebna nam je sljedec´a definicija
kvadratnog ostatka modulo p.
Definicija 3.4. Neka je p prost broj i q ∈ Z. Kazˇemo da je q kvadratni ostatak modulo
p ako postoji cijeli broj x takav da je:
x2 ≡ q(mod p).
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Teorem 3.8. ([2]) Neka je p prost broj i D simetricˇan (v, k, λ)-dizajn s matricom inci-
dencije M .
1. Ako p|k i p|λ, tada retci od M razapinju samoortogonalan kod nad Fp.
2. Neka p|(k − λ) i p - k, te neka je v × (v + 1) matrica G jednaka:
G =

√−k√−k
... M√−k
 .
Ako je −k kvadratni ostatak modulo p, uzmimo da je F = Fp, a inacˇe F = Fp2.
Tada retci od G razapinju samoortogonalan kod nad F. Nadalje, ako p2 - (k − λ),
tada je taj kod samodualan.
3. Ako p|λ i p|(k + 1), tada retci v × 2v matrice G razapinju samodualan [2v, v] kod
nad Fp, gdje je G definirana kao:
G =
[
I M
]
.
4. Ako je p = 2, λ neparan, te k paran, tada retci (v+1)×(2v+2) matrice G razapinju
samodualan [2v + 2, v + 1] kod nad F2, gdje je G definirana kao:
G =

0 1 · · · 1
1
I
... M
1
 .
U dokazu prethodnog teorema 3.8 pod 2. potrebna je sljedec´a lema.
Lema 3.5. Neka je q potencija prostog broja. Svi elementi konacˇnog polja Fq su kvadrati
u polju Fq2.
Dokaz. Neka je s ∈ Fq. Ako je polinom x2 − s reducibilan nad Fq, tada s ima kvadratni
korijen vec´ u Fq.
Ako je pak polinom x2 − s ireducibilan nad Fq, tada je polje cijepanja tog polinoma
kvadratno prosˇirenje od Fq, koje je jedinstveno do na izomorfizam, te mora biti izomorfno
Fq2 . 1
1O polinomima, polju cijepanja polinoma, te prosˇirenjima polja mozˇe se viˇse procˇitati u [36].
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Ako umjesto matrica incidencije simetricˇnih blokovnih dizajna uzmemo njihove orbitne
matrice, inducirane djelovanjem odredene grupe automorfizama, pomoc´u njih takoder
mozˇemo na slicˇan nacˇin kao u teoremu 3.8 dobiti samodualne kodove.
U nastavku c´emo promatrati simetricˇne (v, k, λ)-dizajne koji dopusˇtaju grupu auto-
morfizama G koja djeluje na skupu tocˇaka i na skupu blokova sa svim orbitama iste
duljine.
Lander je u [35] dokazao sljedec´i teorem.
Teorem 3.9. ([35, Theorem 3.3]) Grupa automorfizama G simetricˇnog (v, k, λ)-dizajna
ima isti broj tocˇkovnih i blokovnih orbita.
Neka je sada D = (P ,B, I) simetricˇan (v, k, λ) dizajn i G ≤ Aut(D). Oznacˇimo kao
ranije sa P1, ..., Pt G-orbite tocˇaka, sa B1, ..., Bt G-orbite blokova te neka je:
|Pi| = ωi, |Bj| = Ωj, gdje je 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ t.
Vidimo da je zbog prethodnog teorema broj orbita tocˇaka t jednak broju orbita blokova.
Neka su i brojevi γij, Γij definirani kao ranije na pocˇetku poglavlja.
Pretpostavimo da G djeluje na D s t orbita jednake duljine Ω na skupu tocˇaka i na
skupu blokova, tj. ωi = Ωj = Ω, za sve i, j ∈ {1, ..., t}. Tada je:
t =
v
Ω
. (3.5)
Napomena 3.5. Za orbitne matrice dizajna D vrijede sljedec´e tvrdnje.
a) Zbog leme 3.1 pod a) slijedi da je
γij = Γij,
odnosno tocˇkovna i blokovna orbitna matrica dizajna inducirane ovim djelovanjem
su medusobno jednake. Oznacˇit c´emo tu orbitnu matricu sa R.
b) Lema 3.1 pod b) sada daje:
RRT = (k − λ)It + λΩJt. (3.6)
U [17] je dokazana tvrdnja sljedec´e propozicije.
Propozicija 3.4. Neka grupa G djeluje na simetricˇan (v, k, λ)-dizajn D sa t orbita duljine
Ω na skupu tocˇaka i na skupu blokova, te neka je R orbitna matrica dizajna inducirana
tim djelovanjem. Tada vrijedi:
| det(R)| = k(k − λ) t−12 . (3.7)
58
Dokaz. Matrica RRT ima za vlastite vektore vektor sa svim jedinicama s vlastitom vri-
jednosti k2, te t− 1 vlastitih vektora
(1,−1, 0, ..., 0), (0, 1,−1, 0, ..., 0), ...
s vlastitom vrijednosti n = k − λ. Slijedi da je
det(RRT ) = k2(k − λ)t−1.
Zbog
det(RRT ) = det(R) det(RT ) = [det(R)]2,
sada dobivamo da je:
| det(R)| = k(k − λ) t−12 .
Konstrukcije samodualnih kodova pomoc´u orbitnih matrica simetricˇnih blokovnih di-
zajna opisat c´emo u sljedec´em teoremu. Prva konstrukcija vec´ je dokazana u [17], dok su
ostale nove i dokazat c´emo ih u nastavku.
Teorem 3.10. Neka je D simetricˇan (v, k, λ)-dizajn koji dopusˇta grupu automorfizama
G koja djeluje na skupu tocˇaka i na skupu blokova sa t = v
Ω
orbita duljine Ω. Nadalje,
neka je R orbitna matrica dizajna D inducirana djelovanjem grupe G, te p prost broj.
1. ([17, Theorem 2.3]) Ako p|k i p|λ, tada retci od R razapinju samoortogonalan kod
duljine t nad Fp.
2. Neka p|(k − λ) i p - kΩ, te neka je t× (t+ 1) matrica G jednaka:
G =

√−kΩ√−kΩ
... R√−kΩ
 .
Ako je −kΩ kvadratni ostatak modulo p, uzmimo da je F = Fp, a inacˇe F = Fp2.
Tada retci od G razapinju samoortogonalan kod nad F. Nadalje, ako p2 - (k − λ),
tada je taj kod samodualan [t+ 1, t+1
2
] kod.
3. Ako p|λ i p|(k+ 1), tada retci t× 2t matrice G razapinju samodualan [2t, t] kod nad
Fp, gdje je G definirana kao:
G =
[
I R
]
.
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4. Ako je p = 2, λ neparan, k paran, te Ω neparan, tada retci (t+ 1)× (2t+ 2) matrice
G razapinju samodualan [2t+ 2, t+ 1] kod nad F2, gdje je G definirana kao:
G =

0 1 · · · 1
1
I
... R
1
 .
Dokaz. 1. Ovdje tvrdnja slijedi zbog RRT = (k − λ)It + λΩJt.
2. Svi elementi matrice GGT nalaze se u skupu
{−kΩ + k − λ+ λΩ,−kΩ + λΩ} = {(k − λ)(1− Ω),−Ω(k − λ)},
odnosno svi su jednaki 0 modulo p. Znacˇi da retci od G razapinju samoortogonalan
kod duljine t+1 nad F (elementi koji su jednaki 0 u Fp jednaki su nula i u prosˇirenju
stupnja dva od Fp tj. Fp2 , jer su elementi tog prosˇirenja polinomi stupnja najviˇse
jedan s koeficijentima iz Fp). Zato je rp(G) ≤ t+12 .
Ako p2 - (k − λ), trebamo josˇ pokazati da je rp(G) ≥ t+12 . Znamo da za matricu R
postoje cjelobrojne unimodularne matrice P i Q takve da je:
PRQ = diag(d1, ..., dt), gdje di|di+1, za i = 1, ..., t− 1.
Buduc´i da su P i Q unimodularne, znamo da je:
| det(PRQ)| = | det(R)| = k(k − λ) t−12 .
Zbog p|(k − λ) i p2 - (k − λ), te p - k, dobivamo da su najviˇse t−1
2
faktora di
viˇsekratnici od p. Slijedi da je
rp(G) = rp(R) = rp(PRQ) ≥ t− t− 1
2
=
t+ 1
2
.
Znacˇi da retci od G razapinju samodualan [t+ 1, t+1
2
] kod nad F.
3. Zbog cˇinjenice da je:
RRT = (k − λ)It + λΩJt,
dobivamo da su elementi matrice GGT iz skupa
{k − λ+ λΩ + 1, λΩ}.
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Slijedi da je GGT nul-matrica modulo p, odnosno retci od G razapinju samoortogo-
nalan kod duljine 2t nad Fp. Zbog rp(G) = t imamo da je dimenzija koda jednaka
t, sˇto znacˇi da je taj kod samodualan [2t, t] kod nad Fp.
4. U ovom slucˇaju, zbog k(k− 1) = λ(v− 1), slijedi da je v neparan. Sada zbog t = v
Ω
dobivamo da je t takoder neparan. Znacˇi da elementi matrice GGT moraju biti iz
skupa:
{t+ 1, k, 2 + k + λ(Ω− 1), 1 + λΩ},
odnosno svi su jednaki 0 modulo 2. Slijedi da retci od G razapinju samoortogonalan
kod duljine 2t+ 2 nad F2. Zbog rp(G) = t+ 1 dobivamo da je taj kod samodualan
[2t+ 2, t+ 1] kod nad F2.
3.3.2 Analogne konstrukcije za simetricˇne grupovno djeljive di-
zajne s dualnim svojstvom
Slicˇne konstrukcije samodualnih kodova kao u teoremima 3.8 i 3.10 mozˇemo napraviti i
koristec´i kvocijentne matrice simetricˇnih grupovno djeljivih dizajna s dualnim svojstvom,
umjesto matrica incidencije ili orbitnih matrica simetricˇnih dizajna.
Napomena 3.6. Neka je D = (v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom, te R nje-
gova kvocijentna matrica. Podsjetimo se da je
RRT = (k2 − vλ2)Im + nλ2Jm,
te da zbog formule (2.1) vrijedi i sljedec´e:
k2 − vλ2 = (k − λ1) + n(λ1 − λ2). (3.8)
Teorem 3.11. Neka je D = (v, k, λ1, λ2,m, n) SGDD s dualnim svojstvom, R njegova
kvocijentna matrica, te p prost broj.
1. (Vec´ dokazano kao teorem 2.4) Ako p | (k2−vλ2) i p | nλ2, tada retci od R razapinju
samoortogonalan kod duljine m nad Fp.
2. Neka p|(k2 − vλ2), te p - nλ2, te neka je m× (m+ 1) matrica G jednaka:
G =

√−nλ2√−nλ2
... R√−nλ2
 .
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Ako je −nλ2 kvadratni ostatak modulo p, uzmimo da je F = Fp, a inacˇe F = Fp2.
Tada retci od G razapinju samoortogonalan kod nad F. Nadalje, ako p2 - (k2−vλ2),
te p - k, tada je taj kod samodualan [m+ 1, m+1
2
] kod.
3. Ako p|nλ2 i p|(k2 + 1), tada retci m× 2m matrice G razapinju samodualan [2m,m]
kod nad Fp, gdje je G definirana kao:
G =
[
I R
]
.
4. Ako je p = 2, k paran, te m, n i λ2 neparni, tada retci (m+ 1)× (2m+ 2) matrice
G razapinju samodualan [2m+ 2,m+ 1] kod nad F2, gdje je G definirana kao:
G =

0 1 · · · 1
1
I
... R
1
 .
Dokaz. 1. Slijedi zbog RRT = (k2 − vλ2)Im + nλ2Jm.
2. Svi elementi matrice GGT nalaze se u skupu:
{−nλ2 + k2 − vλ2 + nλ2,−nλ2 + nλ2} = {k2 − vλ2, 0},
odnosno svi su jednaki 0 modulo p. Znacˇi da retci od G razapinju samoortogonalan
kod duljine m+ 1 nad F. Zato je rp(G) ≤ m+12 .
Ako p2 - (k2− vλ2), trebamo josˇ pokazati da je rp(G) ≥ m+12 . Za matricu R postoje
cjelobrojne unimodularne matrice P i Q takve da je:
PRQ = diag(d1, ..., dm), gdje di|di+1, za i = 1, ...,m− 1.
P i Q su unimodularne, pa vrijedi:
| det(PRQ)| = | det(R)| = k(k2 − vλ2)m−12 .
Zbog p|(k2 − vλ2), p2 - (k2 − vλ2), te p - k, dobivamo da su najviˇse m−12 faktora di
viˇsekratnici od p. Slijedi da je
rp(G) = rp(R) = rp(PRQ) ≥ m− m− 1
2
=
m+ 1
2
.
Znacˇi da retci od G razapinju samodualan [m+ 1, m+1
2
] kod nad F.
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3. Zbog cˇinjenice da je:
RRT = (k2 − vλ2)Im + nλ2Jm,
dobivamo da su elementi matrice GGT iz skupa
{1 + k2 − vλ2 + nλ2, nλ2}.
Slijedi da je GGT nul-matrica modulo p, odnosno retci od G razapinju samoortogo-
nalan kod duljine 2m nad Fp. Zbog rp(G) = m imamo da je dimenzija koda jednaka
m, sˇto znacˇi da je taj kod samodualan [2m,m] kod nad Fp.
4. Elementi matrice GGT u ovom su slucˇaju iz skupa:
{m+ 1, k, 2 + k2 − nλ2(m− 1), 1 + nλ2},
odnosno svi su jednaki 0 modulo 2. Slijedi da retci od G razapinju samoortogonalan
kod duljine 2m+2 nad F2. Zbog rp(G) = m+1 dobivamo da je taj kod samodualan
[2m+ 2,m+ 1] kod nad F2.
3.3.3 Samodualni kodovi iz Hadamardovih dizajna
U nastavku c´emo promotriti konstrukcije samodualnih kodova uz pomoc´ Hadamardovih
matrica, odnosno Hadamardovih dizajna.
Definicija 3.5. Svaka Hadamardova matrica ekvivalentna je matrici oblika:
−1 1 1 · · · 1
1
1
... ∗
1

.
Hadamardova matrica u ovom obliku naziva se standardizirana Hadamardova ma-
trica.
Sljedec´i teorem dokazao je Ozeki u [43].
Teorem 3.12. Neka je Hn standardizirana Hadamardova matrica reda n, te neka je:
Kn =
1
2
(Hn + Jn), i Cn = [In | Kn].
Ako je n ≡ 4(mod 8), tada retci matrice Cn generiraju dvostruko paran samodualan kod
duljine 2n nad F2. Sˇtoviˇse, ekvivalentne Hadamardove matrice daju ekvivalentne kodove.
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Napomena 3.7. Ako u standardiziranoj Hadamardovoj matrici H reda n = 4a izbacimo
prvi redak i prvi stupac, te zatim zamijenimo sve -1 sa nulama, lako se provjeri da se
dobije matrica incidencije Hadamardovog 2− (4a− 1, 2a, a)-dizajna.
Neka je standardizirana Hadamardova matrica H reda n = 4a dana kao:
H =

−1 1 · · · 1
1
... M ′
1
 .
Tada je matrica incidencije pripadnog (4a− 1, 2a, a) Hadamardovog dizajna jednaka:
M =
1
2
(M ′ + J).
Teorem 3.12 sada mozˇemo izrec´i u sljedec´em obliku.
Teorem 3.13. Neka je H standardizirana Hadamardova matrica reda n = 4a, gdje je
n ≡ 4(mod 8), te neka je D pripadni simetricˇni (4a − 1, 2a, a) Hadamardov dizajn s
matricom incidencije M . Tada retci matrice G razapinju dvostruko paran samodualan
kod duljine 2n nad F2, gdje je G definirana kao:
G =

0 1 · · · 1
1
I
... M
1
 .
Napomena 3.8. Tvrdnju prethodnog teorema ranije je dokazao i Tonchev u [51], s
dodatnom tvrdnjom da svaki takav kod ima minimalnu tezˇinu barem 8 za a > 0.
Napomena 3.9. Vidimo da je prethodni teorem posebni slucˇaj Assmusovog teorema 3.8
pod 4., buduc´i da je p = 2, λ = a neparan (zbog n ≡ 4(mod 8)), te k = 2a paran. Stoga
je dobiveni kod samodalan kod duljine 2n nad F2. Buduc´i da su u ovom slucˇaju tezˇine
svih redaka generirajuc´e matrice G djeljive sa 4, kod je takoder i dvostruko paran.
Ako umjesto matrice incidencije Hadamardovog dizajna uzmemo njegovu orbitnu ma-
tricu induciranu djelovanjem grupe automorfizama dizajna sa svim orbitama iste duljine,
tada dobivamo poseban slucˇaj teorema 3.10 pod 4.
Teorem 3.14. Neka je H standardizirana Hadamardova matrica reda n = 4a, gdje je
n ≡ 4(mod 8), te neka je D pripadni simetricˇni (4a−1, 2a, a) Hadamardov dizajn. Neka D
dopusˇta grupu automorfizama koja djeluje na skupu tocˇaka i na skupu blokova sa t = 4a−1
Ω
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orbita duljine Ω, te neka je R orbitna matrica dizajna D inducirana tim djelovanjem. Tada
retci matrice G razapinju samodualan kod duljine 2t+ 2 nad F2, gdje je G definirana kao:
G =

0 1 · · · 1
1
I
... R
1
 .
Dokaz. Zbog n = 4a i n ≡ 4(mod 8) imamo da je a neparan. Slijedi da je p = 2, λ = a
neparan, te k = 2a paran. Sada teorem 3.10 pod 4. daje da je dobiveni kod samodalan
kod duljine 2t+ 2 nad F2.
3.3.4 Kroneckerov produkt
Definicija 3.6. Kroneckerov produkt dviju matrica A i B, gdje je A = [aij] n × m
matrica, je matrica:
A⊗B =

a11B a12B · · · a1mB
a21B a22B · · · a2mB
· · ·
an1B an2B · · · anmB
 .
U sljedec´em je teoremu pokazano kako uz pomoc´ Kroneckerovog produkta generi-
rajuc´ih matrica samodualnih kodova odredenog oblika mozˇemo konstruirati nove samo-
dualne kodove. Dokaz teorema mozˇe se nac´i u [41].
Teorem 3.15. Ako su [Ik | A1] i [Il | A2] generirajuc´e matrice samodualnih kodova, tada
je to i matrica [Ikl | A1 ⊗ A2].
Napomena 3.10. Teoremi 3.8 pod 3. i 4., 3.10 pod 3. i 4., te 3.11 pod 3. i 4. daju kons-
trukcije samodualnih kodova s generirajuc´im matricama oblika [I | A], za neku matricu
A.
Znacˇi da na generirajuc´e matrice dobivene tim teoremima mozˇemo primijeniti prethodni
teorem 3.15, te tako uz pomoc´ Kroneckerovog produkta dobiti nove samodualne kodove.
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Poglavlje 4
PD-skupovi
Postupak permutacijskog dekodiranja koda, uveden od J. MacWilliams u [38], koristi
odredene skupove automorfizama koda koje nazivamo PD-skupovi. Ne mora se svaki
kod nuzˇno moc´i dekodirati ovom tehnikom, odnosno za neke kodove mozˇda ne postoje
PD-skupovi.
Ovo je poglavlje posvec´eno dokazivanju postojanja, te pronalazˇenju PD-skupova za
odredene kodove povezane s flag-tranzitivnim simetricˇnim dizajnima. Ovdje opisani rezul-
tati, osim teorema 4.9, dani su u [14]. U nastavku c´emo pokazati da se kod razapet retcima
matrice incidencije incidencijskog grafa flag-tranzitivnog simetricˇnog dizajna mozˇe per-
mutacijski dekodirati, buduc´i da bilo koja flag-tranzitivna grupa automorfizama dizajna
mozˇe posluzˇiti kao PD-skup za potpuno ispravljanje pogresˇaka1 za taj kod. Rezultat c´emo
poopc´iti i za kodove povezane s flag-tranzitivnim SGGD-ima s dualnim svojstvom.
Takoder c´emo proucˇiti konkretne primjere kodova proizasˇlih iz nekih flag-tranzitivnih
simetricˇnih dizajna te za njih nac´i i manje PD-skupove za specificˇne informacijske skupove.
Pri konstrukciji primjera koriˇsteni su programski paketi GAP [23] i Magma [9].
4.1 Kodovi iz matrica incidencije grafova
U ovom su potpoglavlju opisani rezultati o kodovima iz matrica incidencije grafova iz rada
Dankelmann, Key, Rodrigues [19]. Te c´emo rezultate koristiti u nastavku.
Neka je G matrica incidencije grafa Γ = (V,E). Sa Cp(G) c´emo oznacˇiti kod razapet
retcima od G nad konacˇnim poljem Fp, gdje je p prost broj.
Teorem 4.1. ([19, Result 1]) Neka je Γ = (V,E) povezan graf i G njegova matrica inci-
dencije. Tada je:
1. dim(C2(G)) = |V | − 1;
1Pod potpuno ispravljanje pogresˇaka misli se na ispravljanje pogresˇaka do punoga kapaciteta za is-
pravljanje pogresˇaka danoga koda.
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2. za neparan p, dim(Cp(G)) = |V | ako Γ nije bipartitan i dim(Cp(G)) = |V | − 1 ako
je Γ bipartitan.
Teorem 4.2. ([19, Theorem 1]) Neka je Γ = (V,E) povezan graf, te G |V | × |E| matrica
incidencije za G. Tada:
1. C2(G) je [|E|, |V | − 1, λ(Γ)]2 kod,
2. ako je Γ super-λ, tada je C2(G) [|E|, |V | − 1, δ(Γ)]2 kod i minimalne rijecˇi su retci
od G tezˇine δ(Γ).
Slijedi da je za graf Γ za koji je δ(Γ) = λ(Γ), minimalna tezˇina binarnog koda C2(G)
iz matrice incidencije grafa jednaka minimalnom stupnju vrhova grafa δ(Γ).
Teorem 4.3. ([19, Theorem 2]) Neka je Γ = (V,E) povezan bipartitan graf, G |V | × |E|
matrica incidencije za Γ, te p neparan prost broj. Tada:
1. Cp(G) je [|E|, |V | − 1, λ(Γ)]p kod,
2. ako je Γ super-λ, tada je Cp(G) [|E|, |V | − 1, δ(Γ)]p kod i minimalne rijecˇi su nenul
skalarni viˇsekratnici redaka od G tezˇine δ(Γ).
Teorem 4.4. ([19, Result 3]) Neka je Γ = (V,E) povezan bipartitan graf. Tada je λ(Γ) =
δ(Γ) ako vrijedi neki od uvjeta:
1. V ima najviˇse dvije orbite pod djelovanjem Aut(Γ), i posebno ako je Γ tranzitivan
po vrhovima,
2. svaka dva vrha iz iste klase particije imaju zajednicˇkog susjeda,
3. diam(Γ) ≤ 3,
4. Γ je k-regularan i k ≥ n+ 1
4
,
5. Γ ima struk g i diam(Γ) ≤ g − 1.
Ako je δ(Γ) = λ(Γ) i vrijedi neki od sljedec´ih uvjeta, tada je Γ super-λ:
(1a) Γ je tranzitivan po vrhovima,
(2a) Γ je k-regularan i k ≥ n+ 3
4
.
4.2 Flag-tranzitivne grupe automorfizama simetricˇnih
dizajna kao PD-skupovi
U ovom potpoglavlju pokazat c´emo da kod razapet retcima matrice incidencije inciden-
cijskog grafa flag-tranzitivnog simetricˇnog dizajna posjeduje PD-skup, tj. mozˇe se per-
mutacijski dekodirati.
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4.2.1 PD-skupovi i permutacijsko dekodiranje
Definicija 4.1. Neka je C ⊆ Fnp linearan [n, k, d] kod. Za I ⊆ {1, ..., n} neka je pI : Fnp →
F|I|p , x 7→ x|I , I-projekcija od Fnp . Tada se I zove informacijski skup za C ako je |I| = k
i pI(C) = F|I|p .
Skup prvih k koordinata za rijecˇi koda s generirajuc´om matricom u standardnom
obliku je informacijski skup.
Definicija 4.2. Neka je C ⊆ Fnp linearan [n, k, d] kod koji mozˇe ispraviti najviˇse t po-
gresˇaka (tj. t-error-correcting kod) te I informacijski skup za C. Podskup S ⊆ Aut(C)
se naziva PD-skup za C ako za svaki podskup B ⊆ {1, ..., n} za koji je |B| ≤ t postoji
automorfizam σ ∈ S takav da je σ(B)∩ I = ∅. To znacˇi da je S ⊆ Aut(C) PD-skup za C
ako se svaki t-podskup koordinatnih pozicija mozˇe preslikati s barem jednim elementom
iz S izvan informacijskog skupa I.
Algoritam permutacijskog dekodiranja (vidi [39], [30]) koristi PD-skupove i on je to
ucˇinkovitiji sˇto je manja velicˇina PD-skupa. Donja granica za velicˇinu PD-skupa dana je
u sljedec´em teoremu i za nju je zasluzˇan Gordon ([25]), te se naziva Gordonova granica.
Teorem 4.5. ([25]) Ako je S PD-skup za [n, k, d] kod C koji mozˇe ispraviti t gresˇaka,
r = n− k, tada je:
|S| ≥
⌈
n
r
⌈
n− 1
r − 1
⌈
· · ·
⌈
n− t+ 1
r − t+ 1
⌉
· · ·
⌉⌉⌉
.
4.2.2 Flag-tranzitivni simetricˇni dizajni
Definicija 4.3. Flag ili zastavica simetricˇnog dizajna je incidentan par tocˇke i bloka.
Definicija 4.4. Incidencijski graf ili Levijev graf simetricˇnog dizajna (ili bilo koje in-
cidencijske strukture) je graf kojemu su vrhovi tocˇke i blokovi dizajna, a bridovi incidentni
parovi tocˇaka i blokova (tj. flagovi dizajna).
Lako se provjeri da je incidencijski graf Γ simetricˇnog (v, k, λ)-dizajna bipartitan (klase
particije su skupovi tocˇaka i blokova dizajna) i k-regularan (svaka tocˇka je incidentna s k
blokova i svaki blok je incidentan s k tocˇaka).
Napomena 4.1. Incidencijski graf Γ simetricˇnog (v, k, λ)-dizajna ima dijametar diam(Γ)
jednak tri.
Dokaz. Moguc´a su tri slucˇaja:
(i) d(u, v) = 1 ⇔ (u, v) je flag,
(ii) d(u, v) = 2 ⇔ (u, v) su dvije razlicˇite tocˇke ili dva razlicˇita bloka,
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(iii) d(u, v) = 3 ⇔ (u, v) su neincidentna tocˇka i blok (antiflag).
Definicija 4.5. Kazˇemo da je grupa automorfizama simetricˇnog dizajnaD flag-tranzitivna
ako je tranzitivna na skupu flagova od D.
Klasifikacija flag-tranzitivnih simetricˇnih dizajna josˇ je otvoren problem. H. Davies
[20] dokazao je da za λ > 1 postoji konacˇno mnogo (v, k, λ)-dizajna (ne nuzˇno simetricˇnih)
koji dopusˇtaju flag-tranzitivnu imprimitivnu grupu automorfizama, i to dokazujuc´i da je
u tom slucˇaju k ogranicˇen. Neki daljnji rezultati prema klasifikaciji flag-tranzitivnih
simetricˇnih dizajna mogu se nac´i u [44] i [42].
Dankelmann, Key i Rodrigues pokazali su u [19] sljedec´i rezultat.
Teorem 4.6. ([19, Result 7]) Neka je Γ = (V,E) k-regularan graf s grupom automor-
fizama A tranzitivnom na bridovima i neka je G matrica incidencije za Γ. Ako je
C = Cp(G) [|E|, |V | − ε, k]p kod, gdje je p prost broj i ε ∈ {0, 1, ...|V | − 1}, tada je
bilo koja tranzitivna podgrupa od A PD-skup za potpuno ispravljanje pogresˇaka za C.
Teorem 4.6 primijenjen na incidencijski graf flag-tranzitivnog simetricˇnog dizajna vodi
ka sljedec´em rezultatu.
Teorem 4.7. Neka je Γ = (V,E) incidencijski graf simetricˇnog (v, k, λ)-dizajna D s flag-
tranzitivnom grupom automorfizama A i neka je G matrica incidencije za Γ. Tada je
C = Cp(G) [|E|, |V | − 1, k]p kod, za bilo koji prost broj p, i bilo koja flag tranzitivna
podgrupa od A mozˇe posluzˇiti kao PD-skup (za bilo koji informacijski skup) za potpuno
ispravljanje pogresˇaka za kod C.
Dokaz. Γ je povezan i bipartitan graf pa prema teoremu 4.3 i teoremu 4.4 slijedi da je
Cp(G) kod s parametrima [|E|, |V | − 1, λ(Γ)]p. Zbog diam(Γ) = 3 te jer svaka dva vrha iz
iste klase particije imaju zajednicˇkog susjeda, teorem 4.4 daje λ(Γ) = δ. Γ je k-regularan,
pa je minimalni stupanj od Γ jednak δ = k. Dakle, slijedi da je Cp(G) [|E|, |V | − 1, k]p
kod, za bilo koji prost broj p. Grupa A je flag-tranzitivna na D, pa je A tranzitivna na
bridovima od Γ. Sada mozˇemo primijeniti teorem 4.6 sˇto dovrsˇava dokaz.
4.3 Primjeri
Za sljedec´e racˇunalne rezultate koriˇsteni su programski paketi GAP [23] i Magma [9].
Prvo c´emo pogledati primjere flag-tranzitivnih simetricˇnih dizajna s λ = 1, tj. flag-
tranzitivne projektivne ravnine. Tada c´emo istrazˇiti flag-tranzitivne simetricˇne dizajne s
λ = 2, tj. flag-tranzitivne dvoravnine. Pronac´i c´emo sve flag-tranzitivne podgrupe punih
grupa automorfizama dizajna. Te podgrupe su PD-skupovi za kodove dobivene iz dizajna
(za bilo koji informacijski skup).
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Parametri linearnog [n, k, d]p koda dobivenog iz flag-tranzitivnog simetricˇnog (v, k
′, λ)-
dizajna na opisani nacˇin, mogu se prema teoremu 4.7 izracˇunati kako slijedi: duljina je
n = v · k′ (tj. broj flagova), dimenzija je k = 2v − 1 i minimalna tezˇina d = k′.
4.3.1 Flag-tranzitivne projektivne ravnine
Sljedec´i teorem dokazao je W. Kantor ([33]).
Teorem 4.8. Ako je D projektivna ravnina reda n koja dopusˇta flag-tranzitivnu grupu
automorfizama A, tada ili:
(i) D je Desarguesova i A . PSL(3, n), ili
(ii) A je strogo flag-tranzitivna Frobeniusova grupa neparnog reda (n2 + n+ 1)(n+ 1) i
n2 + n+ 1 je prost broj.
Ispitat c´emo tri primjera flag-tranzitivnih projektivnih ravnina, tocˇnije simetricˇne di-
zajne s parametrima (7,3,1), (13,4,1) i (21,5,1). Ove ravnine su PG2(Fq) za q = 2, 3, 4.
Informacije o PD-skupovima iz flag-tranzitivnih grupa automorfizama ovih projektivnih
ravnina dane su u tablici 4.1.
Flag-tranzitivna Kod Gordonova Redovi svih flag-tranzitivnih
i projektivna ravnina Di Cp(Gi) granica gi podgrupa grupe automorfizama Ai
1 (7, 3, 1) [21,13,3 ] 3 21,168
2 (13, 4, 1) [52,25,4] 2 5616
3 (21, 5, 1) [105,41,5] 4 20160, 40320, 60480, 120960
Tablica 4.1: Flag-tranzitivne grupe automorfizama projektivnih ravnina kao PD-skupovi
Pronadeni PD-skupovi garantiraju da se odgovarajuc´i kod mozˇe permutacijski deko-
dirati. No, te flag-tranzitivne podgrupe, tj. PD-skupovi, su velikog reda, puno vec´eg
od Gordonove granice. Ipak, nasˇli smo i manje PD-skupove za spomenute kodove za
specificˇne informacijske skupove, kao sˇto je prikazano u tablici 4.2.
i Flag-tranzitivna Kod Gordonova Najmanji PD-skup
projektivna ravnina Di C2(Gi) granica gi pronaden u Ai
1 (7, 3, 1) [21,13,3 ] 3 4
2 (13, 4, 1) [52,25,4] 2 4
3 (21, 5, 1) [105,41,5] 4 64
Tablica 4.2: Najmanji PD-skupovi nadeni u kodovima dobivenim iz projektivnih ravnina
D1,D2,D3
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Neki manji PD-skupovi za binarne kodove C2(G) za projektivne ravnine navedeni su
u tablici 4.2 i dani u primjerima ispod.
U tablici 4.2, kodovi iz prva dva primjera ispravljaju samo jednu pogresˇku, pa PD-
skupovi nisu nuzˇni, te bi koriˇstenje sindroma bilo dovoljno za dekodiranje (vidi npr. [30],
str.177). Zato su primjeri 4.1 i 4.2 od akademske ali ne i prakticˇne koristi.
Koordinatne pozicije 1, 2, ..., n iz danih informacijskih skupova u sljedec´im primjerima
odgovaraju flagovima pocˇetnog simetricˇnog dizajna. Tocˇnije, pridruzˇivanje je dano sa:
1 ≡ (”prva tocˇka iz prvog bloka”, ”prvi blok”)
2 ≡ (”druga tocˇka iz prvog bloka”, ”prvi blok”)
...
k′ ≡ (”k′-ta tocˇka iz prvog bloka”, ”prvi blok”)
k′ + 1 ≡ (”prva tocˇka iz drugog bloka”, ”drugi blok”)
...
2k′ ≡ (”k′-ta tocˇka iz drugog bloka”, ”drugi blok”)
...
n = v · k′ ≡ (”k′-ta tocˇka iz v-tog bloka”, ”v-ti blok”)
gdje su blokovi i tocˇke uzeti u redu u kojem su navedeni u skupu blokova.
Primjer 4.1. Neka je D1 simetricˇan (7, 3, 1)-dizajn sa skupom tocˇaka
P1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
te skupom blokova
B1 = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {2, 4, 7}, {2, 5, 6}, {3, 4, 6}, {3, 5, 7}}.
Za odgovarajuc´i [21, 13, 3]2 kod Gordonova granica je g1 = 3 i postoji tocˇno 2752512
PD-skupova velicˇine cˇetiri za informacijski skup:
I1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 16, 19}.
PD-skup velicˇine tri nije pronaden, ali nisu svi podskupovi od A1 velicˇine tri provjereni.
Jedan od PD-skupove velicˇine cˇetiri za I1 je grupa S1 generirana elementom a:
a = (1, 13, 20, 9)(2, 14, 21, 7)(3, 15, 19, 8)(4, 10, 6, 12)(5, 11)(16, 18).
Primjer 4.2. Neka je D2 simetricˇan (13, 4, 1)-dizajn sa skupom tocˇaka
P2 = {1, 2, 3, ..., 13}
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i skupom blokova
B2 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 5, 6, 7}, {1, 8, 9, 10}, {1, 11, 12, 13}, {2, 5, 9, 11}, {2, 6, 8, 13},
{2, 7, 10, 12}, {3, 5, 10, 13}, {3, 6, 9, 12}, {3, 7, 8, 11}, {4, 5, 8, 12}, {4, 6, 10, 11},
{4, 7, 9, 13}}.
Za odgovarajuc´i [52, 25, 4]2 kod Gordonova granica je g2 = 2. Pronasˇli smo PD-skup
velicˇine cˇetiri za informacijski skup
I2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49}.
PD-skupovi velicˇine dva ili tri nisu pronadeni, ali nisu provjereni svi podskupovi od A2
tih velicˇina. Pronadeni PD-skup velicˇine cˇetiri za I2 je grupa S2 generirana elementom b:
b = (1, 15, 42, 17)(2, 13, 44, 18)(3, 16, 43, 19)(4, 14, 41, 20)(5, 28, 6, 25)(7, 27)(8, 26)
(9, 36, 30, 21)(10, 35, 29, 24)(11, 33, 32, 23)(12, 34, 31, 22)(37, 52, 39, 51)(38, 50)(40, 49)
(45, 48)(46, 47).
Primjer 4.3. Neka je D3 simetricˇan (21, 5, 1)-dizajn sa skupom tocˇaka
P3 = {1, 2, 3, ..., 21}
i skupom blokova:
B3 = {{1, 2, 3, 4, 5}, {1, 6, 7, 8, 9}, {1, 10, 11, 12, 13}, {1, 14, 19, 20, 21}, {1, 15, 16, 17, 18},
{2, 6, 12, 14, 15}, {2, 7, 10, 18, 21}, {2, 8, 11, 17, 20}, {2, 9, 13, 16, 19}, {3, 6, 13, 17, 21},
{3, 7, 11, 14, 16}, {3, 8, 10, 15, 19}, {3, 9, 12, 18, 20}, {4, 6, 11, 18, 19}, {4, 7, 13, 15, 20},
{4, 8, 12, 16, 21}, {4, 9, 10, 14, 17}, {5, 6, 10, 16, 20}, {5, 7, 12, 17, 19}, {5, 8, 13, 14, 18},
{5, 9, 11, 15, 21}}.
Za odgovarajuc´i [105, 41, 5]2 kod Gordonova granica je g3 = 4. Za informacijski skup
I3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 31, 36,
41, 46, 51, 56, 61, 66, 71, 76, 81, 86, 91, 96, 101},
pronasˇli smo PD-skup velicˇine 64. To je permutacijska grupa generirana sa sljedec´ih
sˇest elemenata:
c1 = (1, 5)(2, 4)(6, 91)(7, 94)(8, 92)(9, 95)(10, 93)(11, 101)(12, 104)(13, 103)(14, 102)
(15, 105)(16, 96)(17, 99)(18, 97)(19, 100)(20, 98)(21, 86)(22, 88)(23, 89)(24, 87)(25, 90)
(26, 81)(27, 85)(28, 82)(29, 84)(30, 83)(31, 71)(32, 72)(33, 74)(34, 75)(35, 73)(36, 66)(37, 70)
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(38, 68)(39, 67)(40, 69)(41, 76)(42, 78)(43, 80)(44, 79)(45, 77)(47, 49)(48, 50)(57, 60)(58, 59)
(62, 63)(64, 65),
c2 = (1, 73)(2, 75)(3, 72)(4, 71)(5, 74)(6, 48)(7, 47)(8, 46)(9, 49)(10, 50)(11, 15)(12, 14)
(16, 43)(17, 44)(18, 45)(19, 41)(20, 42)(21, 98)(22, 96)(23, 99)(24, 97)(25, 100)(26, 90)(27, 87)
(28, 88)(29, 89)(30, 86)(31, 65)(32, 61)(33, 63)(34, 64)(35, 62)(36, 40)(37, 39)(51, 52)(54, 55)
(56, 92)(57, 94)(58, 93)(59, 91)(60, 95)(76, 81)(77, 85)(78, 83)(79, 84)(80, 82)(101, 104)
(102, 105),
c3 = (1, 57)(2, 58)(3, 56)(4, 59)(5, 60)(6, 9)(7, 10)(11, 37)(12, 36)(13, 38)(14, 39)(15, 40)
(16, 97)(17, 99)(18, 96)(19, 98)(20, 100)(21, 77)(22, 76)(23, 79)(24, 78)(25, 80)(26, 83)(27, 82)
(28, 85)(29, 84)(30, 81)(31, 33)(34, 35)(41, 88)(42, 87)(43, 90)(44, 89)(45, 86)(46, 61)(47, 62)
(48, 65)(49, 63)(50, 64)(66, 104)(67, 102)(68, 103)(69, 105)(70, 101)(71, 74)(73, 75)(91, 95)
(93, 94),
c4 = (1, 48)(2, 49)(3, 46)(4, 47)(5, 50)(6, 73)(7, 71)(8, 72)(9, 75)(10, 74)(11, 15)(12, 14)
(16, 98)(17, 99)(18, 100)(19, 97)(20, 96)(21, 43)(22, 42)(23, 44)(24, 41)(25, 45)(26, 85)(27, 81)
(28, 83)(29, 84)(30, 82)(31, 94)(32, 92)(33, 93)(34, 95)(35, 91)(36, 39)(37, 40)(56, 61)(57, 65)
(58, 63)(59, 62)(60, 64)(66, 67)(69, 70)(76, 87)(77, 90)(78, 88)(79, 89)(80, 86)(101, 105)
(102, 104),
c5 = (1, 63)(2, 65)(3, 61)(4, 64)(5, 62)(6, 93)(7, 95)(8, 92)(9, 94)(10, 91)(11, 14)(12, 15)
(16, 28)(17, 29)(18, 27)(19, 26)(20, 30)(21, 78)(22, 80)(23, 79)(24, 77)(25, 76)(31, 75)(32, 72)
(33, 73)(34, 71)(35, 74)(36, 40)(37, 39)(41, 90)(42, 86)(43, 88)(44, 89)(45, 87)(46, 56)(47, 60)
(48, 58)(49, 57)(50, 59)(66, 69)(67, 70)(81, 100)(82, 96)(83, 98)(84, 99)(85, 97)(101, 102)
(104, 105),
c6 = (1, 16)(2, 19)(3, 17)(4, 18)(5, 20)(6, 21)(7, 25)(8, 23)(9, 24)(10, 22)(26, 65)(27, 64)
(28, 63)(29, 61)(30, 62)(31, 90)(32, 89)(33, 88)(34, 87)(35, 86)(36, 40)(37, 39)(41, 75)(42, 74)
(43, 73)(44, 72)(45, 71)(46, 99)(47, 100)(48, 98)(49, 97)(50, 96)(51, 54)(52, 55)(56, 84)(57, 85)
(58, 83)(59, 82)(60, 81)(66, 70)(67, 69)(76, 95)(77, 94)(78, 93)(79, 92)(80, 91)(101, 105)
(102, 104).
4.3.2 Flag-tranzitivne dvoravnine
Postoji samo sˇest poznatih flag-tranzitivnih dvoravnina. Primijenit c´emo opisanu kons-
trukciju PD-skupova na njih pet, buduc´i da sˇesta flag-tranzitivna dvoravnina ima para-
metre (37, 9, 2) i zato daje incidencijski graf s 333 bridova sˇto je prezahtjevno za trazˇeni
izracˇun. Informacije o flag-tranzitivnim dvoravninama i njihovim punim grupama auto-
73
morfizama i tocˇkovnim stabilizatorima dane su u [42]. Sve flag-tranzitivne podgrupe nji-
hovih punih grupa automorfizama su PD-skupovi za kod dobiven iz dizajna, za bilo koji
informacijski skup. Informacije o PD-skupovima iz flag-tranzitivnih grupa automorfizama
dvoravnina dane su u tablici 4.3.
Flag-tranzitivni simetricˇni Kod Gordonova redovi svih
i dizajn Di, puna grupa Cp(Gi) granica flag-tranzitivnih
automorfizama Ai, tocˇkovni stabilizator gi podgrupa od Ai
4 (4, 3, 2), S4, S3 [12,7,3 ] 3 12, 24
5 (7, 4, 2), PSL2(7), S4 [28,13,4] 2 168
6 (11, 5, 2), PSL2(11), A5 [55,21,5] 4 55, 660
96, 192, 288, 384,
7 (16, 6, 2), 24S6, S6 [96,31,6] 3 576, 768, 960, 1152,
1920, 5760, 11520
8 (16, 6, 2), (Z2 × Z8)(S2.4), (S2.4) [96,31,6] 3 384, 768
Tablica 4.3: Flag-tranzitivne grupe automorfizama dvoravnina kao PD-skupovi
Flag-tranzitivne podgrupe iz tablice 4.3 velikog su reda (kao PD-skupovi). Nasˇli smo
i manje PD-skupove za spomenute kodove, za specificˇne informacijske skupove, kao sˇto je
prikazano u tablici 4.4.
i Flag-tranzitivni Kod Gordonova Najmanji PD-skup
dizajn Di C2(Gi) granica gi pronaden u Ai
4 (4, 3, 2) [12,7,3 ] 3 3
5 (7, 4, 2) [28,13,4] 2 3
6 (11, 5, 2) [55,21,5] 4 10
7 (16, 6, 2) [96,31,6] 3 12
8 (16, 6, 2) [96,31,6] 3 9
Tablica 4.4: Najmanji PD-skupovi nadeni za kodove dobivene iz dvoravnina D4, . . . ,D8
U primjeru 4.5 samo puna grupa automorfizama dizajna D5 je flag-tranzitivna. U
primjerima 4.4, 4.6 i 4.8 postoji josˇ jedna flag-tranzitivna podgrupa, osim pune grupe
automorfizama. U primjeru 4.7. postoji 11 flag-tranzitivnih podgrupa pune grupe auto-
morfizama od D7. Neki manji PD-skupovi za binarne kodove C2(G) za dvoravnine nave-
dene u tablici 4.3 dani su u primjerima ispod i navedeni u tablici 4.4.
Kodovi iz primjera 4.4 i 4.5 ispravljaju samo jednu pogresˇku pa permutacijsko deko-
diranje nije od prakticˇne koristi.
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Primjer 4.4. Neka je D4 simetricˇan (4, 3, 2)-dizajn sa skupom tocˇaka P4 = {1, 2, 3, 4}
i skupom blokova B4 = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}}. Za odgovarajuc´i [12, 7, 3]2
kod Gordonova granica je g4 = 3 i postoji tocˇno 128 PD-skupova velicˇine tri za informa-
cijski skup I4 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 10}. Jedan od PD-skupova za I4 je
S4 = {(1, 2, 5, 4)(3, 10, 6, 7)(8, 11, 12, 9), (1, 5, 12, 8)(2, 6, 11, 7)(3, 4, 10, 9),
(1, 6, 8, 10)(2, 4, 9, 11)(3, 5, 7, 12)}.
Primjer 4.5. Neka jeD5 simetricˇan (7, 4, 2)-dizajn sa skupom tocˇaka P5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
i blokovima
B5 = {{1, 2, 3, 4}, {1, 3, 5, 6}, {1, 2, 5, 7}, {1, 4, 6, 7}, {2, 3, 6, 7}, {2, 4, 5, 6}, {3, 4, 5, 7}}.
Ne postoje PD-skupovi velicˇine g5 = 2 za odgovarajuc´i [28, 13, 4]2 kod za informacij-
ski skup I5 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 12, 13, 17, 21, 25}. No, postoji tocˇno 90944 PD-skupova
velicˇine tri za I5. Jedan od njih je
S5 = {(1, 3, 25, 28, 12, 9)(2, 6, 26, 20, 11, 13) (4, 18, 27, 16, 10, 5)(7, 14, 17)(8, 22, 19, 23, 15, 21),
(1, 6)(2, 7, 4, 8)(3, 5)(9, 25, 13, 18)(10, 27, 14, 19)(11, 26, 15, 17)(12, 28, 16, 20)(21, 23, 22, 24),
(1, 7, 28, 17)(2, 5, 27, 20)(3, 6, 25, 18)(4, 8, 26, 19)(9, 11, 12, 10)(13, 23, 16, 21)(14, 24)(15, 22)}.
Primjer 4.6. Neka jeD6 simetricˇan (11, 5, 2)-dizajn sa skupom tocˇaka P6 = {1, 2, 3, ..., 11}
i skupom blokova:
B6 = {{1, 3, 4, 5, 9}, {2, 4, 5, 6, 10}, {3, 5, 6, 7, 11}, {1, 4, 6, 7, 8}, {2, 5, 7, 8, 9},
{3, 6, 8, 9, 10}, {4, 7, 9, 10, 11}, {1, 5, 8, 10, 11}, {1, 2, 6, 9, 11}, {1, 2, 3, 7, 10}, {2, 3, 4, 8, 11}}.
Nismo pronasˇli PD-skupove velicˇine g6 = 4 za odgovarajuc´i [55, 21, 5]2 kod za infor-
macijski skup
I6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 16, 20, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51},
ali nisu provjereni svi podskupovi velicˇine cˇetiri grupe automorfizama koda A6. Nijedna
podgrupa grupe A6 reda cˇetiri, pet ili sˇest nije PD-skup za I6. Ali, postoji tocˇno 24
podgrupa od A6 reda 10 koje su PD-skupovi za I6. Jedna od njih je permutacijska grupa
generirana s generatorima d i e:
d = (2, 16)(3, 46)(4, 36)(5, 41)(6, 34)(7, 50)(8, 39)(9, 30)(11, 20)(12, 38)(13, 28)(14, 54)
(15, 24)(17, 48)(18, 26)(19, 52)(21, 35)(22, 40)(23, 55)(25, 45)(29, 43)(31, 47)(32, 51)
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(33, 42)(49, 53),
e = (1, 10, 44, 37, 27)(2, 7, 42, 40, 28)(3, 6, 45, 38, 26)(4, 9, 41, 39, 29)(5, 8, 43, 36, 30)
(11, 17, 47, 35, 24)(12, 18, 46, 34, 25)(13, 16, 50, 33, 22)(14, 19, 49, 32, 23)(15, 20, 48, 31, 21)
(51, 55, 54, 52, 53).
Primjer 4.7. Neka jeD7 simetricˇan (16, 6, 2)-dizajn sa skupom tocˇaka P7 = {1, 2, 3, ..., 16}
i skupom blokova:
B7 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6}, {1, 2, 13, 14, 15, 16}, {1, 3, 9, 10, 11, 13}, {1, 4, 7, 8, 9, 16},
{1, 5, 8, 10, 12, 14}, {1, 6, 7, 11, 12, 15}, {2, 3, 7, 8, 12, 13}, {2, 4, 10, 11, 12, 16},
{2, 5, 7, 9, 11, 14}, {2, 6, 8, 9, 10, 15}, {3, 4, 9, 12, 14, 15}, {3, 5, 7, 10, 15, 16},
{3, 6, 8, 11, 14, 16}, {4, 5, 8, 11, 13, 15}, {4, 6, 7, 10, 13, 14}, {5, 6, 9, 12, 13, 16}}.
Gordonova granica za odgovarajuc´i [96, 31, 6]2 kod je g7 = 3. Pronasˇli smo 16 PD-
skupova velicˇine 12 za informacijski skup
I7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 25, 29, 31, 37, 43, 49, 55, 61, 67, 73,
79, 85, 91}.
Nisu svi podskupovi velicˇine 12 (ili manje) provjereni (jer izracˇun postaje slozˇeniji s
vec´om grupom automorfizama). Jedan od tih PD-skupova velicˇine 12 je
S7 = { (), (1,8)(3,37)(4,43)(5,49)(6,55)(9,13)(10,25)(11,31)(12,19)(14,42)(15,95)(16,89)
(17,83)(20,48)(21,72)(22,78)(23,96)(26,54)(27,77)(28,90)(29,65)(32,60)(33,71)(34,84)(35,66)
(39,67)(40,73)(41,61)(45,85)(46,79)(47,62)(51,68)(52,91)(53,80)(57,74)(58,92)(59,86)(63,94)
(70,87)(76,81), (1,14)(2,18)(3,13)(4,15)(5,16)(6,17)(7,38)(8,42)(9,37)(10,39)(11,40)
(12,41)(19,61)(20,63)(21,65)(22,66)(23,62)(24,64)(25,67)(26,70)(27,71)(28,68)(29,72)(30,69)
(31,73)(32,76)(33,77)(34,74)(35,78)(36,75)(43,95)(44,93)(45,91)(46,92)(47,96)(48,94)(49,89)
(50,88)(51,90)(52,85)(53,86)(54,87)(55,83)(56,82)(57,84)(58,79)(59,80)(60,81), (1,23,54,74)
(2,24,50,75)(3,20,51,76)(4,21,53,73)(5,22,49,78)(6,19,52,77)(7,93,30,56)(8,96,26,57)
(9,94,28,60)(10,92,25,58)(11,95,29,59)(12,91,27,55)(13,63,90,32)(14,62,87,34)(15,65,86,31)
(16,66,89,35)(17,61,85,33)(18,64,88,36)(37,48,68,81)(38,44,69,82)(39,46,67,79) (40,43,72,80)
(41,45,71,83)(42,47,70,84), (1,23,87,34)(2,93,88,82)(3,63,90,76)(4,52,86,17)(5,58,89,46)
(6,15,85,53)(7,24,69,36)(8,96,70,84)(9,48,68,60)(10,78,67,66)(11,12,72,71)(13,20,51,32)
(14,62,54,74)(16,79,49,92)(18,44,50,56)(19,21,33,31)(22,39,35,25)(26,57,42,47)(27,40,41,29)
(28,81,37,94)(30,75,38,64)(43,91,59,83)(45,80,55,95)(61,65,77,73) , (1,26)(2,30)(3,28)(4,27)
(5,25)(6,29)(7,50)(8,54)(9,51)(10,49)(11,52)(12,53)(13,68)(14,70)(15,71)(16,67)(17,72)
(18,69)(19,80)(20,81)(21,83)(22,79)(23,84)(24,82)(31,91)(32,94)(33,95)(34,96)(35,92)(36,93)
(37,90)(38,88)(39,89)(40,85)(41,86)(42,87)(43,77)(44,75)(45,73)(46,78)(47,74)(48,76)(55,65)
(56,64)(57,62)(58,66)(59,61)(60,63), (1,34,54,62)(2,36,50,64)(3,32,51,63) (4,31,53,65)
(5,35,49,66)(6,33,52,61)(7,82,30,44)(8,84,26,47)(9,81,28,48) (10,79,25,46)(11,80,29,43)
(12,83,27,45)(13,76,90,20)(14,74,87,23)(15,73,86,21) (16,78,89,22)(17,77,85,19)(18,75,88,24)
(37,60,68,94)(38,56,69,93)(39,58,67,92)(40,59,72,95)(41,55,71,91)(42,57,70,96), (1,34,87,23)
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(2,82,88,93)(3,76,90,63)(4,17,86,52)(5,46,89,58)(6,53,85,15) (7,36,69,24)(8,84,70,96)
(9,60,68,48)(10,66,67,78)(11,71,72,12)(13,32,51,20)(14,74,54,62)(16,92,49,79)(18,56,50,44)
(19,31,33,21)(22,25,35,39)(26,47,42,57)(27,29,41,40)(28,94,37,81)(30,64,38,75)(43,83,59,91)
(45,95,55,80)(61,73,77,65) , (1,42)(2,18)(3,9)(4,95)(5,89)(6,83)(7,38)(8,14)(10,67)(11,73)
(12,61)(13,37)(15,43)(16,49)(17,55)(19,41)(20,94)(21,29)(22,35)(23,47)(24,64) (25,39)(26,87)
(27,33)(28,51)(30,69)(31,40)(32,81)(34,57)(36,75)(44,93)(45,52) (46,58)(48,63)(50,88)(53,59)
(54,70)(56,82)(60,76)(62,96)(65,72)(66,78)(68,90) (71,77)(74,84)(79,92)(80,86)(85,91),
(1,47,87,57)(2,44,88,56)(3,48,90,60) (4,45,86,55)(5,46,89,58)(6,43,85,59)(7,64,69,75)
(8,62,70,74)(9,63,68,76)(10,66,67,78)(11,61,72,77)(12,65,71,73)(13,94,51,81)(14,96,54,84)
(15,91,53,83)(16,92,49,79)(17,95,52,80)(18,93,50,82)(19,29,33,40)(20,28,32,37)(21,27,31,41)
(22,25,35,39)(23,26,34,42)(24,30,36,38), (1,47,54,84)(2,64,50,36)(3,94,51,60)(4,29,53,11)
(5,35,49,66)(6,41,52,71)(7,44,30,82)(8,62,26,34)(9,20,28,76)(10,79,25,46)(12,85,27,17)
(13,48,90,81)(14,96,87,57)(15,72,86,40)(16,78,89,22)(18,24,88,75)(19,45,77,83)(21,59,73,95)
(23,70,74,42)(31,43,65,80)(32,37,63,68)(33,55,61,91)(38,93,69,56)(39,58,67,92) , (1,54)(2,30)
(3,90)(4,77)(5,10)(6,65)(7,50)(8,26)(9,68)(11,91)(12,80)(13,51)(14,87)(15,33)(16,39)
(17,21)(18,69)(19,53)(20,76)(22,46)(23,34)(24,82)(25,49)(27,43)(28,37)(29,55)(31,52)(32,63)
(35,58)(36,93)(38,88)(40,45)(41,59)(42,70)(44,75)(47,57)(48,81)(56,64)(60,94)(61,86)(62,74)
(66,92)(67,89)(71,95)(72,83)(73,85)(78,79)(84,96) }.
Primjer 4.8. Neka jeD8 simetricˇni (16, 6, 2)-dizajn sa skupom tocˇaka P8 = {1, 2, 3, ..., 16}
i skupom blokova B8 = {{1, 2, 3, 4, 5, 6}, {1, 2, 13, 14, 15, 16}, {1, 3, 9, 10, 11, 13},
{1, 4, 7, 8, 9, 16}, {1, 5, 8, 10, 12, 14}, {1, 6, 7, 11, 12, 15}, {2, 3, 7, 8, 10, 15}, {2, 4, 10, 11, 12, 16},
{2, 5, 7, 9, 11, 14}, {2, 6, 8, 9, 12, 13}, {3, 4, 9, 12, 14, 15}, {3, 5, 7, 12, 13, 16}, {3, 6, 8, 11, 14, 16},
{4, 5, 8, 11, 13, 15}, {4, 6, 7, 10, 13, 14}, {5, 6, 9, 10, 15, 16}}.
Za odgovarajuc´i [96, 31, 6]2 kod sa grupom automorfizama A8, Gordonova granica je
g8 = 3. Medu svim podgrupama od A8 reda 12, postoji tocˇno 104 podgrupa koje su
PD-skupovi za informacijski skup
I8 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 25, 29, 31, 37, 43, 49, 55, 61, 67, 73,
79, 85, 91}.
Jedan od tih PD-skupova velicˇine 12 je permutacijska grupa generirana sa sljedec´im
permutacijama:
f = (1, 82)(2, 81)(3, 83)(4, 79)(5, 80)(6, 84)(7, 76)(8, 75)(9, 73)(10, 77)(11, 74)(12, 78)
(13, 17)(14, 18)(15, 16)(19, 46)(20, 44)(21, 47)(22, 43)(23, 45)(24, 48)(25, 53)(26, 50)(27, 49)
(28, 52)(29, 51)(30, 54)(31, 34)(32, 36)(33, 35)(37, 57)(38, 60)(39, 59)(40, 55)(41, 58)(42, 56)
(61, 89)(62, 85)(63, 88)(64, 87)(65, 90)(66, 86)(67, 71)(69, 70)(92, 95)(93, 94) ,
g = (1, 84, 69)(2, 81, 72)(3, 79, 71)(4, 83, 67)(5, 80, 68)(6, 82, 70)(7, 42, 21)(8, 40, 24)
(9, 38, 20)(10, 41, 23)(11, 39, 19)(12, 37, 22)(13, 66, 87)(14, 62, 89)(15, 65, 88)(16, 63, 90)
(17, 64, 86)(18, 61, 85)(25, 95, 51)(26, 91, 50)(27, 96, 49)(28, 93, 54)(29, 92, 53)(30, 94, 52)
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(31, 36, 33)(32, 34, 35)(43, 57, 78)(44, 60, 73)(45, 58, 77)(46, 59, 74)(47, 56, 76)(48, 55, 75) ,
h = (1, 53)(2, 49)(3, 52)(4, 54)(5, 50)(6, 51)(7, 46)(8, 43)(9, 45)(10, 44)(11, 47)(12, 48)
(13, 17)(14, 15)(16, 18)(19, 76)(20, 77)(21, 74)(22, 75)(23, 73)(24, 78)(25, 82)(26, 80)(27, 81)
(28, 83)(29, 84)(30, 79)(31, 34)(32, 33)(35, 36)(37, 55)(38, 58)(39, 56)(40, 57)(41, 60)(42, 59)
(61, 63)(62, 65)(64, 66)(67, 93)(68, 91)(69, 92)(70, 95)(71, 94)(72, 96)(85, 90)(86, 87)(88, 89).
U ovom PD-skupu velicˇine 12 pronasˇli smo sˇest PD-skupova velicˇine devet. Nisu pro-
vjereni svi podskupovi velicˇine devet ili manje. Jedan od tih PD-skupova velicˇine devet
za I8 je
S8 = { (1,29,69,53,84,92)(2,27,72,49,81,96)(3,30,71,52,79,94)(4,28,67,54,83,93)
(5,26,68,50,80,91)(6,25,70,51,82,95)(7,59,21,46,42,74)(8,57,24,43,40,78)(9, 58,20,45,38,77)
(10,60,23,44,41,73)(11,56,19,47,39,76)(12,55,22,48,37,75)(13,64,87,17,66,86)(14,65,89,15,62,88)
(16,61,90,18,63,85)(31,35,33,34,36,32), (1,51)(2,49)(3,54)(4,52)(5,50)(6,53)(7,39)(8,37)(9,41)
(10,38)(11,42)(12,40)(13,87)(14,90)(15,85)(16,89)(17,86)(18,88)(19,21)(20,23)(22,24)(25,69)
(26,68)(27,72)(28,71)(29,70)(30,67)(31,33)(32,34)(43,55)(44,58)(45,60)(46,56)(47,59)(48,57)
(61,65)(62,63)(73,77)(74,76)(75,78)(79,93)(80,91)(81,96)(82,92)(83,94)(84,95),(1,53)(2,49)
(3,52)(4,54)(5,50)(6,51)(7,46)(8,43)(9,45)(10,44)(11,47)(12,48)(13,17)(14,15)(16,18)(19,76)
(20,77)(21,74)(22,75)(23,73)(24,78)(25,82)(26,80)(27,81)(28,83)(29,84)(30,79)(31,34)(32,33)
(35,36)(37,55)(38,58)(39,56)(40,57)(41,60)(42,59)(61,63)(62,65)(64,66)(67,93)(68,91)(69,92)
(70,95)(71,94)(72,96)(85,90)(86,87)(88,89), (1,69,84)(2,72,81)(3,71,79)(4,67,83)(5,68,8)(6,70,82)
(7,21,42)(8,24,40)(9,20,38)(10,23,41)(11,19,39)(12,22,37)(13,87,66)(14,89,62)(15,88,65)
(16,90,63)(17,86,64)(18,85,61)(25,51,95)(26,50,91)(27,49,96)(28,54,93)(29,53,92)(30,52,94)
(31,33,36)(32,35,34)(43,78,57)(44,73,60)(45,77,58)(46,74,59)(47,76,56)(48,75,55), (1,70)(2,72)
(3,67)(4,71)(5,68)(6,69)(7,47)(8,48)(9,44)(10,45)(11,46)(12,43)(13,64)(14,61)(15,63)(16,65)
(17,66)(18,62)(19,59)(20,60)(21,56)(22, 57)(23,58)(24,55)(25,29)(28,30)(31,35)(32,33)(34,36)
(37,78)(38,73)(39,74)(40,75)(41,77)(42,76)(49,96)(50,91)(51,92)(52,93)(53,95)(54,94)(79,83)
(82,84)(85,89)(86,87)(88,90), (1,82)(2,81)(3,83)(4,79)(5,80)(6,84)(7,76)(8,75)(9,73)(10,77)
(11,74)(12,78)(13,17)(14,18)(15,16)(19,46)(20,44)(21,47)(22,43)(23,45)(24,48)(25,53)(26,50)
(27,49)(28,52)(29,51)(30,54)(31,34)(32,36)(33,35)(37,57)(38,60)(39,59)(40,55)(41,58)(42,56)
(61,89)(62,85)(63,88)(64,87)(65,90)(66,86)(67,71)(69,70)(92,95)(93,94),(1,84,69)(2,81,72)
(3,79,71)(4,83,67)(5,80,68)(6,82,70)(7,42,21)(8,40,24)(9,38,20)(10,41,23)(11,39,19)(12,37,22)
(13,66,87)(14,62,89)(15,65,88)(16,63,90)(17,64,86)(18,61,85)(25,95,51)(26,91,50)(27,96,49)
(28,93,54)(29,92,53)(30,94,52)(31,36,33)(32,34,35)(43,57,78)(44,60,73)(45,58,77)(46,59,74)
(47,56,76)(48,55,75), (1,92,84,53,69,29)(2,96,81,49,72,27)(3,94,79,52,71,30)(4,93,83,54,67,28)
(5,91,80,50,68,26)(6,95,82,51,70,25)(7,74,42,46,21,59)(8,78,40,43,24,57)(9,77,38,45,20,58)
(10,73,41,44,23,60)(11,76,39,47,19,56)(12,75,37,48,22,55)(13,86,66,17,87,64)(14,88,62,15,89,65)
(16,85,63,18,90,61)(31,32,36,34,33,35), (1,95)(2,96)(3,93)(4,94)(5,91)(6,92)(7,11)(8,12)(9,10)
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(13,66)(14,63)(15,61)(16,62)(17,64)(18,65)(19,42)(20,41)(21,39)(22,40)(23,38)(24,37)(25,84)
(26,80)(27,81)(28,79)(29,82)(30,83)(31,36)(34,35)(43,48)(44,45)(46,47)(49,72)(50,68)(51,69)
(52,67)(53,70)(54,71)(55,78)(56,74)(57,75)(58,73)(59,76)(60,77)(85,88)(89,90) }.
4.4 Flag-tranzitivne grupe automorfizama simetricˇnih
grupovno djeljivih dizajna s dualnim svojstvom
kao PD-skupovi
Buduc´i da se simetricˇni grupovno djeljivi dizajni mogu promatrati kao poopc´enje si-
metricˇnih dizajna, prethodni se teorem, teorem 4.7, mozˇe generalizirati i za SGDD-e s
dualnim svojstvom.
Teorem 4.9. Neka je Γ = (V,E) incidencijski graf simetricˇnog grupovno djeljivog dizajna
s dualnim svojstvom D(v, k, λ1, λ2,m, n) (λ1 > 0, λ2 > 0) s flag-tranzitivnom grupom
automorfizama A i neka je G matrica incidencije za Γ. Tada vrijedi da je kod C = Cp(G)
[|E|, |V | − 1, k]p kod, za bilo koji prost broj p, i bilo koja flag tranzitivna podgrupa od
A mozˇe posluzˇiti kao PD-skup (za bilo koji informacijski skup) za potpuno ispravljanje
pogresˇaka za kod C.
Dokaz. Slicˇno kao i za simetricˇan dizajn i za SGDD s dualnim svojstvom se mozˇe lagano
pokazati da je njegov incidencijski graf uz dane uvjete povezan, bipartitan, k-regularan
graf s diam(Γ) = 3. Slijedi da je Cp(G) [|E|, |V | − 1, k]p kod, za bilo koji prost broj
p. Opet, zbog flag-tranzitivnosti od A, imamo da je A tranzitivna na bridovima od Γ.
Teorem 4.6 sada daje tvrdnju teorema.
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Sazˇetak
Predmet istrazˇivanja ove doktorske disertacije su kodovi konstruirani iz nekih kombina-
toricˇkih dizajna i njihova svojstva. Uvodno, u prvom su poglavlju izlozˇeni pojmovi iz
teorije grupa potrebni u nastavku, te osnove teorije kodiranja, grafova i dizajna.
Zatim su u drugom poglavlju disertacije promatrani kodovi razapeti retcima kvoci-
jentne matrice simetricˇnog (grupovno) djeljivog dizajna (SGDD) s dualnim svojstvom.
Definirana je prosˇirena kvocijentna matrica i pokazano je da pod odredenim uvjetima
retci prosˇirene kvocijentne matrice razapinju samodualan kod u odnosu na odredeni ska-
larni produkt. Takoder je pokazano da se ponekad lanac kodova mozˇe koristiti da pri-
druzˇimo samodualan kod kvocijentnoj matrici SGDD-a s dualnim svojstvom. Navedeni
su rezultati objavljeni u cˇlanku [15] cˇiji su autori Crnkovic´, Mostarac i Rukavina. Tamo
su razvijane ideje koje su prezentirali Lander [35] i Wilson [52], te posebno one iz [17],
gdje su Crnkovic´ i Rukavina dali konstrukciju samodualnih kodova iz prosˇirenih orbitnih
matrica simetricˇnih dizajna. Zatim su opisani i primjeri samodualnih kodova dobivenih
opisanom konstrukcijom uz pomoc´ grafova i digrafova-djeljivih dizajna.
Trec´e poglavlje sadrzˇi konstrukcije samoortogonalnih i samodualnih kodova iz prosˇire-
nih orbitnih matrica blokovnih dizajna. U njemu su takoder opisane i konstrukcije samo-
dualnih kodova uz pomoc´ orbitnih matrica simetricˇnih dizajna, te analogne konstrukcije
pomoc´u kvocijentnih matrica SGDD-a s dualnim svojstvom, pri cˇemu su ideje za njih
proizasˇle iz teorema Assmusa, Mezzarobe i Salwacha u [2]. Kao specijalan slucˇaj jedne od
konstrukcija dana je i konstrukcija uz pomoc´ Hadamardovih dizajna. Opisano je i kako
nam Kroneckerov produkt mozˇe pomoc´i u dobivanju samodualnih kodova.
Cˇetvrto je poglavlje posvec´eno pronalazˇenju PD-skupova iz flag-tranzitivnih sime-
tricˇnih dizajna. Za prost broj p neka je Cp(G) p-narni kod razapet retcima matrice
incidencije G grafa Γ. Neka je Γ incidencijski graf flag-tranzitivnog simetricˇnog dizajna
D. Pokazano je da se bilo koja flag-tranzitivna grupa automorfizama od D mozˇe koristiti
kao PD-skup za potpuno ispravljanje pogresˇaka za linearan kod Cp(G) (za bilo koji infor-
macijski skup). Dakle, tako dobiveni kodovi mogu se permutacijski dekodirati. Rezultat
je poopc´en i za kodove iz flag-tranzitivnih SGGD-a s dualnim svojstvom. PD-skupovi do-
biveni na opisani nacˇin obicˇno su velike kardinalnosti, no proucˇavanjem primjera kodova
proizasˇlih iz nekih flag-tranzitivnih simetricˇnih dizajna pokazali smo da se za njih mogu
nac´i manji PD-skupovi za specificˇne informacijske skupove.
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Summary
The main subject of this thesis are codes constructed from certain combinatorial designs
and their properties. We have constructed some self-dual codes obtained with the use
of symmetric (group) divisible designs with the dual property. Self-dual codes obtained
with the use of block designs have also been constructed. Next, we have shown that codes
spanned by the rows of the incidence matrix of the incidence graph of a flag-transitive
symmetric design, are permutation decodable.
Some necessary concepts from group theory, and also basic concepts from coding
theory, graph theory and design theory are introduced in the first chapter.
In the second chapter of the thesis we looked at codes spanned by the rows of a
quotient matrix of a symmetric (group) divisible design with the dual property. We
defined an extended quotient matrix and showed that under certain conditions the rows
of the extended quotient matrix span a self-dual code with respect to a certain scalar
product. We also showed that sometimes a chain of codes can be used to associate a
self-dual code to a quotient matrix of a symmetric group divisible design with the dual
property. This was published in the article [15] whose authors are Crnkovic´, Mostarac
and Rukavina. There we developed ideas presented by Lander [35] and Wilson [52], and
especially from [17], where Crnkovic´ and Rukavina gave a construction of self-dual codes
from extended orbit matrices of symmetric designs. Then some examples of self-dual
codes are given, that were obtained on the described way, using divisible design graphs
and divisible design digraphs.
The next part of the thesis containes constructions of self-orthogonal and self-dual
codes from extended orbit matrices of block designs. It also containes constructions of
self-dual codes obtained with the use of orbit matrices of symmetric designs, and analog
constructions obtained with the use of quotient matrices of symmetric group divisible
designs with the dual property, ideas for which were taken from a theorem of Assmus,
Mezzaroba and Salwach in [2]. As a special case of one of the constructions we describe
a construction from orbit matrices of Hadamard designs. We also remark how Kronecker
product of matrices can help to obtain some new self-dual codes from the previously
constructed ones.
The last, fourth chapter, is devoted to finding PD-sets from flag-transitive symmetric
designs. For any prime p let Cp(G) be the p-ary code spanned by the rows of the incidence
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matrix G of a graph Γ. Let Γ be the incidence graph of a flag-transitive symmetric
design D. We showed that any flag-transitive automorphism group of D can be used as
a PD-set for full error correction for the linear code Cp(G) (with any information set).
Therefor, such codes derived from flag-transitive symmetric designs can be decoded using
permutation decoding. We noticed that PD-sets obtained in the described way are usually
of large cardinality, but by studying some examples of codes arising from flag-transitive
symmetric designs we showed that smaller PD-sets can be found for them for specific
information sets. The result is also generalized for codes obtained from flag-transitive
symmetric group divisible designs with the dual property.
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